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运算次序的交换问题
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［摘要］ 讨论一些经典的运算次序的交换问题、 二次极限与二重极限的关系问题， 以及二重积分能否

化为二次积分的问题。 利用控制收敛定理， 证明一类各向异性退化抛物方程弱解的稳定性。
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０　 引言
众所周知， 分析学的严密性理论大都是建立在交换运算次序的基础之上的， 最简单的就是积分微

分这两个互为 “逆” 运算的交换问题： ∫ ｆ′（ｘ）ｄｘ ＝ ｆ（ｘ） ＋ ｃ，（∫ ｆ（ｘ）ｄｘ） ′ ＝ ｆ（ｘ） 。

许多有关交换运算次序的数学问题和数学方法， 比如二次极限的交换问题、 二重积分的交换问题

等， 更多的是涉及 ２ 个不同类型的运算的交换问题。 比如： ｌｉｍ
ｎ→∞ ∫ ｂ

ａ
ｆｎ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ ｂ

ａ
ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆｎ（ｘ）ｄｘ 在什么条件

下成立？ 含参变量积分的许多问题都涉及极限运算与积分运算是否能够交换？ 这些运算交换的问题也

是实分析 （泛函分析） 研究的重要课题， 比如控制收敛定理， 还有下面 ２ 个重要的不等式。
１） Ｊｅｓｓｅｎ 不等式。 设测度空间 （Ｘ，μ） 满足 μ（Ｘ） ＝ １ ， 若 ｆ ∈ Ｌ１ （Ｘ，μ） 取值于 （ａ，ｂ） ， 而 ψ 是

（ａ，ｂ） 上的凸函数， 那么式 （１） 的右边有意义， 且

ψ（∫ ｆｄμ） ≤ ∫ ψ 􀳱 ｆｄμ。 （１）
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　 　 ２） 弱收敛之有界性定理。 设 Ｕ ⊂ Ｒｎ 是一有界光滑子集， ｆｋ → ｆ 弱收敛于 Ｌｑ（Ｕ） 中， 则 ｛ ｆｋ｝ ∞
ｋ ＝ １ 在

Ｌｑ（Ｕ） 中有界， 并且有 ｆ Ｌｑ（Ｕ） ≤ ｌｉｍ
ｋ→∞

ｉｎｆ ｆｋ Ｌｑ（Ｕ） 。

这 ２ 个不等式在实分析和偏微分方程研究中都发挥着重要的作用。 本文综述了数学分析中的一些

运算交换问题， 并利用控制收敛定理证明一类退化抛物方程解的稳定性。

１　 二重极限与二次极限
设 ｆ（ｘ，ｙ） 是在原点 （０，０） 附近有定义的函数， 比如在 ［ － ２，２］ × ［ － ２，２］ 上有定义。 熟知， 二重

极限 ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｆ（ｘ，ｙ） 的存在性与 ２ 个二次极限 ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｉｍ
ｙ→０

ｆ（ｘ，ｙ）、ｌｉｍ
ｙ→０

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ，ｙ） 的存在性是没有任何关系的。

一般的教材［１ － ２］都是举几个例子来说明这个问题。 实际上， 如果用图解的方法解释一下 ｘ 与 ｙ 同时趋

于 ０， 先 ｘ 趋于 ０ 后 ｙ 趋于 ０， 先 ｙ 趋于 ０ 后 ｘ 趋于 ０， 它们之间的存在性没有任何关系就显得更加的

直观。
但是对于二重数列， 相应的问题就不好直接用图示来说明了。 当然， 也很容易举例说明二重极限

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｍ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） 的存在性与 ２ 个二次极限 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｉｍ
ｍ→∞

ｆ（ｍ，ｎ）、 ｌｉｍ
ｍ→∞

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） 的存在性没有任何关系。 一般的

数学分析的教材没有讨论这种数列的二重极限， 在此给出一些补充。
定义 １　 若对任意给定的 ε ＞ ０ ， 如果存在足够大的整数 Ｎ ， 当 ｍ，ｎ ＞ Ｎ 时， 有 ｆ（ｍ，ｎ） － ａ ＜

ε ， 则 ｌｉｍ
ｎ→∞
ｍ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） ＝ ａ 。

定理 １　 设二重极限 ｌｉｍ
ｎ→∞
ｍ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） 与 ２ 个二次极限 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｉｍ
ｍ→∞

ｆ（ｍ，ｎ）、 ｌｉｍ
ｍ→∞

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） 都存在， 则有

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｉｍ
ｍ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞
ｍ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） ＝ ｌｉｍ
ｍ→∞

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ（ｍ，ｎ）。 （２）

　 　 证明 　 设 ｌｉｍ
ｍ→∞
ｎ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） ＝ ａ ， 则对 ∀ε ＞ ０ ， 存在正整数 Ｎ１ ， 使得当 ｍ，ｎ ＞ Ｎ１ 时， 有

ｆ（ｍ，ｎ） － ａ ＜ ε ／ ３ 。 设 ｌｉｍ
ｍ→∞

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） ＝ ｂ ， 即 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） ＝ ｇ（ｍ）， ｌｉｍ
ｍ→∞

ｇ（ｍ） ＝ ｂ 。 于是对

∀ε ＞ ０ ， 存在正整数 Ｎ２ ，Ｎ３ ， 使得对固定的 ｍ ， 当 ｎ ＞ Ｎ２ 时， 有 ｆ（ｍ，ｎ） － ｇ（ｍ） ＜ ε ／ ３ ， 且当

ｍ ＞ Ｎ３ 时， 有 ｇ（ｍ） － ｂ ＜ ε ／ ３ 。
设 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｌｉｍ
ｍ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） ＝ ｃ ， 即 ｌｉｍ
ｍ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） ＝ ｈ（ｎ）， ｌｉｍ
ｎ→∞

ｈ（ｎ） ＝ ｃ 。 于是对 ∀ε ＞ ０ ， 存在正整数

Ｎ４ ，Ｎ５ ， 使得对固定的 ｎ ， 当 ｍ ＞ Ｎ４ 时， 有 ｆ（ｍ，ｎ） － ｈ（ｎ） ＜ ε ／ ３ 。 且当 ｎ ＞ Ｎ５ 时， 有

ｈ（ｎ） － ｃ ＜ ε ／ ３ 。
取 Ｎ ＝ ｍａｘ｛Ｎ１ ，Ｎ２ ，Ｎ３ ，Ｎ４ ，Ｎ５ ｝ ， 则当 ｍ，ｎ ＞ Ｎ 时， 有：

ａ － ｂ ＝ ［ａ － ｆ（ｍ，ｎ）］ ＋ ［ ｆ（ｍ，ｎ） － ｇ（ｍ）］ ＋ ［ｇ（ｍ） － ｂ］ ≤

ｆ（ｍ，ｎ） － ａ ＋ ｆ（ｍ，ｎ） － ｇ（ｍ） ＋ ｇ（ｍ） － ｂ ＜ ε ／ ３ ＋ ε ／ ３ ＋ ε ／ ３ ＝ ε；

ａ － ｃ ＝ ［ａ － ｆ（ｍ，ｎ）］ ＋ ［ ｆ（ｍ，ｎ） － ｈ（ｎ）］ ＋ ［ｈ（ｎ） － ｃ］ ≤

ｆ（ｍ，ｎ） － ａ ＋ ｆ（ｍ，ｎ） － ｈ（ｎ） ＋ ｈ（ｎ） － ｃ ＜ ε ／ ３ ＋ ε ／ ３ ＋ ε ／ ３ ＝ ε。
故 ａ ＝ ｂ 且 ａ ＝ ｃ ， 即 ｌｉｍ

ｍ→∞
ｎ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） ＝ ｌｉｍ
ｍ→∞

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｉｍ
ｍ→∞

ｆ（ｍ，ｎ） 。

２　 二重积分与累次积分

定理 ２　 设 ｆ（ｘ，ｙ） 在 Ｘ 型区域 Ｄ：ａ ≤ ｘ ≤ ｂ，φ（ｘ） ≤ ｙ ≤ ψ（ｘ） 上可积， 若 Ｉ（ｘ） ＝ ∫ψ（ｘ）

φ（ｘ）
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ

存在， 则累次积分 ∫ ｂ

ａ
ｄｘ∫ψ（ｘ）

φ（ｘ）
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ 也存在， 且

·８６２·
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∬
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ ＝ ∫ ｂ

ａ
ｄｘ∫ψ（ｘ）

φ（ｘ）
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ。 （３）

　 　 但是， 很多高等数学的教材直接提到式 （３）， 而没有强调 Ｉ（ｘ） ＝ ∫ψ（ｘ）

φ（ｘ）
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ 的存在前提［１］ 。

对于一般数学分析的教材， 虽然给出了定理 ２， 也强调了 Ｉ（ｘ） ＝ ∫ψ（ｘ）

φ（ｘ）
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ 的存在前提条件， 但

一般也就是简单介绍［２ － ３］ ， 并没有进行深入的讨论。 其实， 这里面所涉及的数学思想和方法还是值得

研究的。 首先， 式 （３） 的本质也是二重极限与二次极限的关系问题， 把式 （３） 的两边以积分的定

义写出来， 看起来与式 （２） 类似。 所以， 式 （３） 要成立， 简单一点， 考虑矩形区域 Ｄ：ａ ≤ ｘ ≤ ｂ，
ｃ ≤ｙ ≤ ｄ ， 那么由定理 １ 可以推出

∫ ｄ

ｃ
ｄｙ ∫ ｂ

ａ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ ＝ ∬

Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ ＝ ∫ ｂ

ａ
ｄｘ ∫ ｄ

ｃ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ （４）

要成立， 式 （４） 的这 ３ 个积分必须都存在。
下面根据文献 ［４］ 对式 （４） 有关运算次序的交换分 ３ 种情况进行讨论。
１） 设函数 ｆ（ｘ，ｙ） 在矩形 （Ｐ） ＝ ［ａ，ｂ；ｃ，ｄ］ 上连续。 以 （ｘ，ｙ） 表示这一矩形上的任意点， 考察由

二重积分所表示的函数 Ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ∫ ｘ

ａ
∫ ｙ

ｃ
ｆ（ｕ，ｖ）ｄｖｄｕ 。 如将它表作逐次积分 Ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ∫ ｘ

ａ
ｄｕ∫ ｙ

ｃ
ｆ（ｕ，ｖ）ｄｖ ，

则先对 ｘ 微分， 然后对 ｙ 微分， 依次得 ∂Ｆ ／ ∂ｘ ＝ ∫ ｙ

ｃ
ｆ（ｘ，ｖ）ｄｖ ， ∂２Ｆ ／ （∂ｘ∂ｙ） ＝ ｆ（ｘ，ｙ） ， 得到与单积分对

变上限微分定理的一类似定理。 同样可建立 ∂２Ｆ ／ （∂ｙ∂ｘ） ＝ ｆ（ｘ，ｙ） 。
以上分析说明： 只要函数 ｆ（ｘ，ｙ） 在矩形 （Ｐ） ＝ ［ａ ｂ；ｃ，ｄ］ 上连续， 则

∂２Ｆ（ｘ，ｙ） ／ （∂ｘ∂ｙ） ＝ ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ∂Ｆ（ｘ，ｙ） ／ （∂ｙ∂ｘ）。 （５）
此时式 （４） 的 ３ 个积分都存在且相等。

２） 设 ｆ（ｘ，ｙ） 在矩形 （Ｐ） ＝ ［ａ，ｂ；ｃ，ｄ］ 上可积， 但不一定连续。 如对这一函数存在一 “原” 函

数 Φ（ｘ，ｙ） ， 即 ∂２Φ（ｘ，ｙ） ／ （∂ｘ∂ｙ） ＝ ｆ（ｘ，ｙ） ， 则

∬
（Ｐ）

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ ＝ Φ（ｂ，ｄ） － Φ（ｂ，ｃ） － Φ（ａ，ｄ） ＋ Φ（ａ，ｃ）。 （６）

这与用原函数表示通常定积分的公式相类似。
证明　 将矩形 ［ａ，ｂ；ｃ，ｄ］ 分为部分矩形 ［ｘｉ，ｘｉ ＋１ ；ｙｋ，ｙｋ＋１ ］（ ｉ ＝ ０，１，…，ｎ － １；ｋ ＝ ０，１，…，ｍ － １） 。

两次应用有限增量的公式到式子 Φ（ｘｉ ＋１ ，ｙｋ＋１ ） － Φ（ｘｉ ＋１ ，ｙｋ） － Φ（ｘｉ，ｙｋ＋１ ） ＋ Φ（ｘｉ，ｙｋ） ， 将它表作

Φ″ｘｙ（ξｉｋ，ηｉｋ）ΔｘｉΔｙｋ ＝ ｆ（ξｉｋ，ηｉｋ）ΔｘｉΔｙｋ ， 其中 ｘｉ ≤ ξｉｋ ≤ ｘｉ ＋１ ，ｙｋ ≤ ηｉｋ ≤ ｙｋ＋１ 。 对 ｉ 及 ｋ 相加， 得

∑
ｉ，ｋ

（ ｆ（ξｉｋ，ηｉｋ）ΔｘｉΔｙｋ） ＝ Φ（ｂ，ｄ） － Φ（ｂ，ｃ） － Φ（ａ，ｄ） ＋ Φ（ａ，ｃ） 。 最后， 取极限即得到式 （６）。

可见， 推理的结构、 证明积分学中的基本公式与用原函数表简单定积分时完全一样。 同时， ２）

的结果说明， 二重积分 ∬
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ 的存在与两个累次积分 ∫ ｄ

ｃ
ｄｙ ∫ ｂ

ａ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ、∫ ｂ

ａ
ｄｘ ∫ ｄ

ｃ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ 的存在

与否、 相等与否没有本质的关系。 下面的例 １ 更加说明了这一点， 同时也说明了交换积分次序不是随

便可以交换的。
例 １　 如 ｘ 是一有理数， 则将它表作正分母的既约分数后， 表分母为 ｑｘ。 在正方形 （Ｐ） ＝ ［０，１；

０，１］ 上定义一函数 ｆ（ｘ，ｙ） ， 令 ｆ（ｘ，ｙ） ＝
１ ／ ｑｘ ＋ １ ／ ｑｙ，ｘ 和 ｙ 都是有理数，
０，其他。{ 函数在正方形中有理坐标

的一切点处不连续， 而在其余的点处连续。
因为， 不论 ε ＞ ０ 是怎样一个数， 只有在可数个点处可能 ｆ ＞ ε ， 而且由文献 ［４］ 知道 ｆ（ｘ，ｙ）

满足可积条件， 因此二重积分 ∬
（Ｐ）

ｆ（ｘ，ｙ）ｄＰ 存在， 且等于 ０。

·９６２·
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对无理数的值 ｙ ， 函数 ｆ（ｘ，ｙ） 对所有的 ｘ 为 ０， 所以 ∫１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ ＝ ０ 。 而如 ｙ 为有理数时， 则对

无理数的值 ｘ ， ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ０ ， 对有理数的 ｘ ， 有 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ １ ／ ｑｘ ＋ １ ／ ｑｙ 。 这个 ｘ 的函数在 ｘ 的任何区间

上有振动大于 １ ／ ｑｙ ， 因此， 它对 ｘ 的积分不存在。 也就是说， 不可能来谈逐次积分 ∫１

０
ｄｙ∫１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ 。

同样可证明积分 ∫１

０
ｄｘ∫１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ 也不存在。

３） 令 ｆ（ｘ，ｙ） ＝
１，ｘ 和 ｙ 都是有理数且 ｑｘ ＝ ｑｙ，
０，其他。{ 因为在正方形的任何部分内， 函数 ｆ 的振动等

于 １， 故二重积分 ∬
（Ｐ）

ｆ（ｘ，ｙ）ｄＰ 不存在。

同时， 对固定的 ｙ ， 函数 ｆ（ｘ，ｙ） 或恒等于 ０ （如 ｙ 为无理数）， 或仅对有限个值 ｘ 可能异于 ０

（如 ｙ 为有理数）。 在这 ２ 种情况下， ∫１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ ＝ ０ 。 就是说， 逐次积分 ∫１

０
ｄｙ∫１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ ＝ ０ 存在。

同样， 积分 ∫１

０
ｄｘ∫１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ ＝ ０ 也存在。

３　 一类退化抛物方程解的稳定性
引理 １ （控制收敛定理） ［５］ 　 设 （Ｘ，μ） 是一实可测空间， ｆｎ 是一实可测函数列， ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆｎ（ｘ） ＝

ｆ（ｘ），ｘ ∈ Ｘ ， 存在可积函数 ｇ ， 使得 ｆｎ（ｘ） ≤ ｇ（ｘ），∀ｘ ∈ Ｘ，ｎ ＝ １，２，… ， 那么， ｆ ∈ Ｌ１ ， 且

ｌｉｍ
ｎ→∞∫Ｘｆｎ（ｘ）ｄμ ＝ ∫

Ｘ
ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆｎ（ｘ）ｄμ ＝ ∫
Ｘ
ｆ（ｘ）ｄμ 。

实际上可以看出， 控制收敛定理就是极限运算与积分运算相互交换的问题。 本节将利用控制收敛

定理来探讨一类各向异性的退化抛物方程的解的稳定性。
考虑如下方程

ｕｔ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｄｉ（ａｉ（ｘ） Ｄｉｕ ｐｉ（ｘ） Ｄｉｕ） ＋ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
Ｄｉ（ｂｉ（ｕ，ｘ，ｔ））， （７）

其中： Ω ∈ ＲＮ 是 Ｃ２ 上具有光滑边界 ∂Ω 的有界区域； ｐｉ（ｘ） ∈ Ｃ（Ω） ； Ｄｉ ＝ ∂ ／ ∂ｘｉ ； ｂｉ（ｕ，ｘ，ｔ） ∈

Ｃ１ （［ － ｃ，ｃ］ × Ω × ［０，Ｔ］） ， 其中 ｃ 是任意正数。 这个方程来自一种所谓的电流变流体［６ － ８］ ， 是近年

来偏微分方程理论和应用研究的热点问题之一。 考虑方程 （７） 具有初始条件［９ － １３］

ｕ ｔ ＝ ０ ＝ ｕ０ （ｘ），ｘ ∈ Ω， （８）
和部分边界条件

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０，（ｘ，ｔ） ∈ ∑ ｐ
× （０，Ｔ）， （９）

其中， 部分边界 ∑ ｐ
⊆ ∂Ω 的具体表达式后面再详细给出。

记 ∑ ｐ
′ ＝ ∂Ω ／ ∑ ｐ

， ｐ ＋
ｉ ＝ ｍａｘ

ｘ∈Ω
ｐｉ（ｘ）， ｐ －

ｉ ＝ ｍｉｎ
ｘ∈Ω

ｐｉ（ｘ），ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， ｐ０ ＝ ｍａｘ｛ｐ ＋
１ ，ｐ ＋

２ ，…，ｐ ＋
Ｎ ｝，

ｐ０ ＝ ｍｉｎ ｛ｐ－
１ ，ｐ－

２ ，…ｐ－
Ｎ｝ ＞ １ 。 并假设当 ｘ ∈ Ω 时， ａｉ（ｘ） ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ， 且 ａｉ１（ｘ） ≥ ｃ１ ＞ ０， ａｉ２（ｘ） ≥

ｃ２ ＞ ０，…，ａｉｋ ≥ ｃｋ ＞ ０， ｘ ∈ Ω， ａ ｊ１ （ｘ） ＝ ａ ｊ２ （ｘ） ＝ … ＝ ａ ｊｌ（ｘ） ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω 。 其中 ｛ ｉ１ ，ｉ２ ，…，ｉｋ，ｊ１ ，ｊ２ ，
…，ｊｌ｝ 是 ｛１，２，…，Ｎ｝ 的一个排列。

定义 ２ 　 函 数 ｕ（ｘ，ｔ） 称 为 具 有 初 值 （ ７ ） 的 方 程 （ ６ ） 的 弱 解， 如 果 ｕ ∈ Ｌ∞ （ＱＴ），
ａｉ（ｘ） ｕｘｉ

ｐｉ（ｘ） ∈ Ｌ１ （ＱＴ），ｕｔ ∈ Ｌｐ０′（０，Ｔ；Ｗ －１，ｐ０′（Ω）） ， 其中， ｐ０ ′ ＝ ｐ０ ／ （ｐ０ － １） ， 且对于任何函数

φ ∈Ｃ１
０ （ＱＴ） ， 有

·０７２·



　 第 ３ 期 詹华税， 等： 运算次序的交换问题

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

〈ｕｔ，φ〉 ＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∬

ＱＴ

［ａｉ（ｘ） ｕｘ１
ｐｉ（ｘ） －２ｕｘｉ

＋ ｂｉ（ｕ，ｘ，ｔ）］φｘｉ
ｄｘｄｔ ＝ ０。 （１０）

初值条件在

ｌｉｍ
ｔ→０ ∫Ω ｕ（ｘ，ｔ） － ｕ０ （ｘ） ｄｘ ＝ ０ （１１）

的意义上成立。
定义 ３　 设 ｕ（ｘ，ｔ） 为具有初值 （８） 的方程 （７） 的弱解。 如果 ｕ 在迹意义下满足部分边界条件

（９）， 则称 ｕ（ｘ，ｔ） 为具有初始边界条件 （８）、 （９） 的方程 （７） 的弱解。
当 ｐｉ（ｘ） ＝ ｐｉ 时， 方程 （７） 的初边值问题解的存在唯一性已由文献 ［１４］ 给出， 故本文在此不

再重复。 下面就利用控制收敛定理将文献 ［１４］ 的稳定性结论推广到变指数的情形。 首先来介绍一

下由文献 ［１４］ 所提出的弱特征函数方法。

设 Ω 是 ＲＮ 空间的一个有界光滑区域， φ（ｘ） 是 Ω 上的非负连续函数， 若 φ（ｘ） ＞ ０ ， ｘ ∈ Ω ；

φ（ｘ） ＝ ０ ， ｘ ∈ ∂Ω ， 则称 φ（ｘ） 是 Ω上的一个弱特征函数。 显然， 弱特征函数不唯一。 所谓弱特征函

数方法就是选取合适的弱特征函数作为检验函数来证明方程解的稳定性。
下面记 Ωη ＝ ｛ｘ ∈ Ω：φ（ｘ） ＞ η｝ ， ∑ ｐ

＝ ｛ｘ ∈ ∂Ω： φｘｉｒ
（ｘ） ｐｉｒ

（ｘ） ／ φ（ｘ） ｐｉｒ
（ｘ） －１ ≠０｝ 。 文献［１３］

已经说明，使得 φｘｉｒ
（ｘ） ｐｉｒ

（ｘ） ／ φ（ｘ） ｐｉｒ
（ｘ） －１ 为有界量的弱特征函数 φ（ｘ） 是一定存在的。

本文的主要结论是定理 ３。
定理 ３　 设 ｕ（ｘ，ｔ） 、 ｖ（ｘ，ｔ） 为方程（６）的弱解具有初始条件 ｕ０ （ｘ），ｖ０ （ｘ） 和边界条件

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ０， （ｘ，ｔ） ∈ ∑ ｐ
× （０，Ｔ） （１２）

的 ２ 个解， 且弱特征函数 φ（ｘ） 满足

∑
ｌ

ｓ ＝ １
（１ ／ η）（∫

Ω／ Ωη

ａ ｊｓ（ｘ） φｘ ｊｓ
（ｘ） ｐ ｊｓ（ｘ） ｄｘ） １ ／ ｐ ＋

ｊｓ ≤ ｃ。 （１３）

若

ｂｉ（ｕ，ｘ，ｔ） － ｂｉ（ｖ，ｘ，ｔ） ≤ ｃａｉ（ｘ） １ ／ ｐｉ（ｘ） ｕ － ｖ ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （１４）
则有

∫
Ω

ｕ（ｘ，ｔ） － ｖ（ｘ，ｔ） ｄｘ ≤ ｃ∫
Ω

ｕ０ （ｘ） － ｖ０ （ｘ） ｄｘ。 （１５）

　 　 证明 　 对于适当小的正数 η ， 令 ｈη（ ｓ） ＝ （２ ／ η） （１ － ｓ ／ η） ＋ ， Ｓη（ ｓ） ＝ ∫ ｓ

０
ｈη（τ）ｄτ 。 显然，

ｈη（ ｓ） ∈ Ｃ（Ｒ） ， 且有 ｈη（ ｓ） ≥ ０， ｓｈη（ ｓ） ≤ １， Ｓη（ ｓ） ≤ １， ｌｉｍ
η→０

Ｓη（ ｓ） ＝ ｓｇｎ ｓ， ｌｉｍ
η→０

ｓｈη（ ｓ） ＝ ０ 。 对

任意给定的满足式 （ １１ ） 的 Ω 上的弱特征函数， 令 φη（ｘ） ＝
１，ｘ ∈ Ωη，
φ（ｘ） ／ η，ｘ ∈ Ω ／ Ωη。{ 同时选取

χ［τ，ｓ］ （ ｔ）φη（ｘ）Ｓη（ｕ － ｖ） 作为检验函数， 其中 χ［τ，ｓ］ （ ｔ） 是 ［τ，ｓ］ ⊂ （０，Ｔ） 上的特征函数， 则：

∫ ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
φηＳη（ｕ － ｖ）［∂（ｕ － ｖ） ／ ∂ｔ］ｄｘ ＋

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∫ ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
ａｉ（ｘ）［ ｕｘｉ

ｐｉ（ｘ） －２ｕｘｉ
－ ｖｘｉ

ｐｉ（ｘ） －２ｖｘｉ
］（ｕ － ｖ） ｘｉ

ｈη（ｕ － ｖ）φηｄｘ ＋

∑
ｋ

ｒ ＝ １
∫ ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
ａｉｒ（ｘ）［ ｕｘｉｒ

ｐｉｒ（ｘ） －２ｕｘｉｒ
－ ｖｘｉｒ

ｐｉｒ（ｘ） －２ｖｘｉｒ
］Ｓη（ｕ － ｖ）φηｘｉｒ

ｄｘ ＋

∑
ｌ

ｒ ＝ １
∫ ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
ａ ｊｒ（ｘ）［ ｕｘ ｊｒ

ｐ ｊｒ（ｘ） －２ｕｘ ｊｒ
－ ｖｘ ｊｒ

ｐ ｊｒ（ｘ） －２ｖｘ ｊｒ
］Ｓη（ｕ － ｖ）φηｘ ｊｒ

ｄｘ ＋

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∫ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
［ｂｉ（ｕ，ｘ，ｔ） － ｂｉ（ｖ，ｘ，ｔ）］（ｕ － ｖ） ｘｉ

ｈη（ｕ － ｖ）φηｄｘ ＋

·１７２·
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∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∫ ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
［ｂｉ（ｕ，ｘ，ｔ） － ｂｉ（ｖ，ｘ，ｔ）］Ｓη（ｕ － ｖ）φηｘｉ

ｄｘ ＝ ０。 （１６）

根据文献 ［１５］ 的引理 ３􀆰 １， 有：

ｌｉｍ
η→０ ∫ ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
φηＳη（ｕ － ｖ）［∂（ｕ － ｖ） ／ ∂ｔ］ｄｘ ＝

∫
Ω

ｕ（ｘ，ｓ） － ｖ（ｘ，ｓ） ｄｘ － ∫
Ω

ｕ（ｘ，τ） － ｖ（ｘ，τ） ｄｘ。 （１７）

　 　 同时， 由 ｐｉ（ｘ） ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 算子的单调性， 有：

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∫ ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
ａｉ（ｘ）［ ｕｘｉ

ｐｉ（ｘ） －２ｕｘｉ
－ ｖｘｉ

ｐｉ（ｘ） －２ｖｘｉ
］（ｕ － ｖ） ｘｉ

ｈη（ｕ － ｖ）φηｄｘ ≥ ０。 （１８）

　 　 由于

∫
Ω
［ｂｉ（ｕ，ｘ，ｔ） － ｂｉ（ｖ，ｘ，ｔ）］（ｕ － ｖ） ｘｉ

ｈη（ｕ － ｖ）φηｄｘ ≤

ｃ∫
Ω

ａ１ ／ ｐｉ（ｘ）
ｉ （ｕ － ｖ） ｘｉ

ｈη（ｕ － ｖ）（ｕ － ｖ） ｄｘ ≤

ｃ［∫
Ω
ａｉ（ｘ）（ ｕｘｉ

ｐｉ（ｘ） ＋ ｖｘｉ
ｐｉ（ｘ） ）ｄｘ］ １ ／ ｐ１ｉ［∫

Ω
ｈη（ｕ － ｖ）（ｕ － ｖ） ｑｉ（ｘ） ｄｘ］ １ ／ ｑ ＋ｉ ≤

ｃ［∫
Ω

ｈη（ｕ － ｖ）（ｕ － ｖ） ｑｉ（ｘ） ｄｘ］ １ ／ ｑ ＋ｉ 。 （１９）

其中： ｑｉ（ｘ） ＝ ｐｉ（ｘ） ／ ［ｐｉ（ｘ） － １］ ； ｑ ＋
ｉ ＝ ｍａｘ

ｘ∈Ω
ｑｉ（ｘ） 。 当 ｐ１ｉ ＝ ｐ ＋

ｉ 时， ∫
Ω
ａｉ（ｘ）（ ｕｘｉ

ｐｉ（ｘ） ＋ ｖｘｉ
ｐｉ（ｘ） ）ｄｘ ≤

１ ； 当 ｐ１ｉ ＝ ｐ －
ｉ 时， ∫

Ω
ａｉ（ｘ）（ ｕｘｉ

ｐｉ（ｘ） ＋ ｖｘｉ
ｐｉ（ｘ） ）ｄｘ ＞ １ 。

利用控制收敛定理， 由 ｌｉｍ
η→０

ｓｈη（ ｓ） ＝ ０ ， 有

ｌｉｍ
η→０ ∫ ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
［ｂｉ（ｕ，ｘ，ｔ） － ｂｉ（ｖ，ｘ，ｔ）］（ｕ － ｖ） ｘｉ

ｈη（ｕ － ｖ）φηｄｘ ＝ ０。 （２０）

　 　 同时， 类似于文献 ［１４］， 利用部分边界条件 （１２） 和控制收敛定理， 可以得到

ｌｉｍ
η→０

∑
ｋ

ｒ ＝ １
∫ ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
ａｉｒ（ｘ）［ ｕｘｉｒ

ｐｉｒ（ｘ） －２ｕｘｉｒ
－ ｖｘｉｒ

ｐｉｒ（ｘ） －２ｖｘｉｒ
］Ｓη（ｕ － ｖ）φηｘｉｒ

ｄｘ ＝ ０。 （２１）

　 　 类似于文献 ［１３］， 利用定理的条件 （１３） 和控制收敛定理， 可以得到

ｌｉｍ
η→０

∑
ｌ

ｒ ＝ １
∫ ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
ａ ｊｒ（ｘ）［ ｕｘ ｊｒ

ｐ ｊｒ（ｘ） －２ｕｘ ｊｒ
－ ｖｘ ｊｒ

ｐ ｊｒ（ｘ） －２ｖｘ ｊｒ
］Ｓη（ｕ － ｖ）φηｘ ｊｒ

ｄｘ ＝ ０。 （２２）

　 　 类似于文献 ［１４］， 利用部分边界条件 （１２）、 定理的条件 （１３） 和控制收敛定理， 可以得到

ｌｉｍ
η→０ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
∫ ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
［ｂｉ（ｕ，ｘ，ｔ） － ｂｉ（ｖ，ｘ，ｔ）］Ｓη（ｕ － ｖ）φηｘｉ

ｄｘ ≤ ｃ（∫ ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
ｕ（ｘ，ｔ） － ｖ（ｘ，ｔ） ｄｘ） ｒ， （２３）

其中， ｒ ＜ １ 是个常数。
由式 （１６） ～ 式 （２３）， 得到

∫
Ω

ｕ（ｘ，ｓ） － ｖ（ｘ，ｓ） ｄｘ ≤ ∫
Ω

ｕ（ｘ，τ） － ｖ（ｘ，τ） ｄｘ ＋ ｃ（∫ｓ

τ
ｄｔ∫

Ω
ｕ（ｘ，ｔ） － ｖ（ｘ，ｔ） ｄｘ） ｒ。

利用推广的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式， 有

∫
Ω

ｕ（ｘ，ｓ） － ｖ（ｘ，ｓ） ｄｘ ≤ ∫
Ω

ｕ（ｘ，τ） － ｖ（ｘ，τ） ｄｘ。

让 τ→０， 有

∫
Ω

ｕ（ｘ，ｓ） － ｖ（ｘ，ｓ） ｄｘ ≤ ∫
Ω

ｕ０ （ｘ） － ｖ０ （ｘ） ｄｘ。

　 　 当然， 如果选择不同的弱特征函数， 部分边界条件 （１２） 的表达式也不同， 这就涉及如何选取

最优部分边界条件的问题。 这一问题在文献 ［１４］ 中已经有了一些讨论， 在此不再重复， 本节所研

·２７２·
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究的内容， 就是利用控制收敛定理将文献 ［１４］ 的结果推广到了变指数情形。
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