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［摘要］ 设 ΣＨ 是所有单位圆盘外部 Δ∗ 上单叶保向的规范化调和映射。 利用 Ｇｒｅｅｎ 定理得到了 ΣＨ 类的

面积定理， 并运用该面积定理和 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｇｒｅｅｎ 公式， 对具有拟共形延拓性的 ΣＨ 类函数的系数进行估计。 所

得结果推广了经典的 Σ 类相应结果。
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２． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ Ｈｕａｑｉａｏ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｑｕａｎｚｈｏｕ ３６２０２１ Ｃｈｉｎａ 

Ａｂｓｔｒａｃｔ Ｌｅｔ ΣＨ ｂｅ ｔｈｅ ｃｌａｓｓ ｏｆ ａｌｌ ｓｅｎｓｅ ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｕｎｉｖａｌｅｎｔ ａｎｄ ｎｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｍａｐｐｉｎｇｓ ｏｎ
ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｉｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｄｉｓｋ Δ∗ ． Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｇｒｅｅｎ ｔｈｅｏｒｅｍ ｔｈｅ ａｒｅａ ｔｈｅｏｒｅｍ ｏｆ ΣＨ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｔｈｅｎ ａｐｐｌｙｉｎｇ
ｔｈｉｓ ａｒｅａ ｔｈｅｏｒｅｍ ａｎｄ Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｇｒｅｅｎ ｆｏｒｍｕｌａ ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ΣＨ ｗｉｔｈ ｑｕａｓｉｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｔｏ
ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ Σ ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ ｕｎｉｖａｌｅｎｔ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｍａｐｐｉｎｇｓ ｑｕａｓｉｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ａｒｅａ ｔｈｅｏｒｅｍ Ｇｒｅｅｎ ｔｈｅｏｒｅｍ

０　 引言
设 Δ ＝ ｛ ｚ： ｚ ＜ １｝ 是复平面 Ｃ 上单位圆盘， Δ∗ ＝ Ｃ ／ Δ 是单位圆盘外区域。 记 Σ 为 Δ∗ 到 Ｃ 上共

形映照 ｆ （满足规范化条件 ｆ ′（∞ ） ＝ １ 和 ｆ（∞ ） ＝ ∞ ） 的全体， 即 ｆ ∈ Σ 可表示为

ｆ（ ｚ） ＝ ｚ ＋ ａ０ ＋ ∑
∞

ｎ ＝ １
（ａｎｚ －ｎ）， 　 　 ｚ ∈ Δ∗。 （１）

　 　 ２０ 世纪 ８０ 年代以来， Σ 类函数的面积估计、 拟共形延拓、 像域特征的刻画等问题得到深入研

究［１ － ２］ 。 记 Σ′ ＝ ｛ ｆ∈Σ：ｆ（ ｚ） ≠０｝ ， Σ′类函数可与 Ｓ 类建立一一对应关系， 即 ｆ∈ Ｓ 当且仅当 ｇ∈Σ′，
其中 ｇ（ ｚ） ＝ １ ／ ｆ（１ ／ ｚ） 。 １９１４ 年， 为了证明 Ｓ 类中系数估计 ｜ ａ２ ｜ ≤ ２ ， Ｇｒｏｎｗａｌｌ［３］借助 Ｓ 类与 Σ 类间

这种紧密联系， 运用 Ｐａｒｓｅｖａｌ 公式得到经典的面积定理， 即定理 １。

定理 １［３］ 　 设 ｆ ∈ Σ ， 则有精确估计 ∑
∞

ｎ ＝ １
（ｎ ａｎ

２ ） ≤ １。

１９７１ 年， Ｌｅｈｔｏ［４］推广了定理 １， 即定理 ２。
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定理 ２［４］ 　 设 ｆ ∈ Σ ， 若 ｆ 可 Ｋ ⁃拟共形延拓到复平面 Ｃ 上， 则有 ∑
∞

ｎ ＝ １
（ｎ ａｎ

２ ） ≤ ｋ２ ， 其中 ｋ ＝

（Ｋ － １） ／ （Ｋ ＋ １） ∈ ［０，１） ， 等号成立当且仅当

ｆ（ ｚ） ＝
ｚ ＋ ａ０ ＋ ａ１ ／ ｚ，　 　 ｚ ＞ １，
ｚ ＋ ａ０ ＋ ａ１

􀭰ｚ，　 　 ｚ ≤ １，{ （２）

其中 ａ１ 是复常数， 且 ａ１ ＜ １ 。

对于 Δｒ ＝ ｛ ｚ： ｚ ＜ ｒ｝ 上全纯函数 ｆ（ ｚ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
（ａｎｚｎ） ， 定义 ｆ 的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 积分为 Ａ（ ｒ，ｆ） ＝

∬
Δｒ

ｆ′（ ｚ） ２ ｄｘｄｙ， ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ ∈ Δｒ。 应用 Ｐａｒｓｅｖａｌ 公式并令 ｒ → １ 可得， Ａ（１，ｆ） ＝ ∬
Δ

ｆ′（ ｚ） ２ ｄｘｄｙ ＝

∑
∞

ｎ ＝ １
（ｎ ａｎ

２ ）。

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 积分是研究拟共形映射极值性和调和映射存在性的重要工具［５ － ６］ 。 受定理 １ 和定理 ２ 的

启发， 本文将 Σ 类推广到调和映射中。
设 ΣＨ 是 Δ∗ 上单叶保向调和映射全体， 且满足规范化条件为

ｆ（ ｚ） ＝ ｚ ＋ ∑
∞

ｎ ＝ ０
（ａｎｚ －ｎ） ＋ ∑

∞

ｎ ＝ １
（ｂｎｚ －ｎ） ＋ Ａｌｇ ｚ ， 　 　 ｚ ∈ Δ∗， （３）

其中， Ａ 是复常数［７］ 。 二阶连续可微函数 ｆ 在区域 Ω 上保向， 当且仅当不等式 ｆ􀭰ｚ（ ｚ） ＜ ｆｚ（ ｚ） 对所

有 ｚ ∈Ω 均成立。 若存在常数 Ｋ ≥ １ ， 使得 Ω 上单叶函数 ｆ 的偏导数满足不等式 ｆ􀭰ｚ（ ｚ） ≤ ｋ ｆｚ（ ｚ） ，
则称 ｆ 是 Ω 上 Ｋ ⁃拟共形映射， 其中 ｋ ＝ （Ｋ － １） ／ （Ｋ ＋ １） ∈ ［０，１） 。

拟共形映射是复分析中非常重要的研究对象， 是共形映射的推广， 且与调和映射既有紧密联系又

有较大差异， 因此， 它吸引了广大学者们进行深入研究［８ － １１］ 。 ΣＨ 类是调和映射理论研究中非常重要

的函数类， 其面积偏差、 单叶半径、 星象与凸像特征刻画、 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续性等问题的研究备受关注，
并得到了一些较好的结果［７，１２ － １６］ 。

本文在定理 １ 和定理 ２ 的研究方法基础上， 结合 ΣＨ 类函数的性质， 对相应面积定理进行分析，
结果推广了定理 １ 和定理 ２， 为深入研究 ΣＨ 类的系数估计、 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续性、 拟共形性等提供了一定

的理论参考。

１　 主要结果及其证明
为了给出具有拟共形延拓性的单叶调和映射的系数估计， 先分析 ΣＨ 类的面积估计。
引理 １　 若 ｆ ∈ ΣＨ ， 则

∑
∞

ｎ ＝ １
［ｎ（ ａｎ

２ － ｂｎ
２ ）］ ≤ １。 （４）

　 　 证明　 设 Ｅ是复平面 Ｃ中紧致连通集使得 ω ＝ ｆ（ ｚ） 在 Δ∗ 上的函数值不取 Ｅ中的点， 即 ｆ（Δ∗） ∈
Ｃ ＼ Ｅ 。 对于 ｒ ＞ １ ， 设 Ｃｒ 是 ｆ 在圆周 ｜ ｚ ｜ ＝ ｒ 上的像。 因为 ｆ 是单叶的， 所以 Ｃｒ 是一条简单闭曲线，
且其围成的闭域 Ｅｒ ⊃ Ｅ 。 由 Ｇｒｅｅｎ 定理可得 Ｅｒ 的面积为

Ａｒ ＝ ∫
Ｃｒ

􀭺ωｄω ／ （２ｉ） ＝ ∫
Ｃｒ

ｆ（ ｚ）（ ｆｚ（ ｚ）ｄｚ ＋ ｆ􀭰ｚ（ ｚ）ｄ􀭰ｚ） ／ （２ｉ） ＝

∫２π

０
［ ｒｅ －ｉθ ＋ 􀭵ａ０ ＋ ∑

∞

ｎ ＝ １
（􀭵ａｎｒ －ｎｅｉｎθ） ＋ ∑

∞

ｎ ＝ １
（ｂｎｒ －ｎｅ －ｉｎθ） ＋ 􀭵Ａｌｎ ｒ］·

［（１ － ∑
∞

ｎ ＝ １
（ｎａｎｒ －ｎ－１ ｅ －ｉ（ｎ＋１）θ） ＋ Ａｒ －１ ｅ －ｉθ ／ ２） ｉｒｅｉθ － ｉｒｅ －ｉθ（ － ∑

∞

ｎ ＝ １
（ｎ􀭰ｂｎｒ －ｎ－１ ｅｉ（ｎ＋１）θ） ＋ Ａｒ －１ ｅｉθ ／ ２）］ｄθ ／ （２ｉ） ＝

·６６３·
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π［ ｒ２ － ∑
∞

ｎ ＝ １
（ｎ（ ａｎ

２ － ｂｎ
２ ） ｒ －２ｎ）］。 （５）

　 　 当 ｒ → １ ＋ 时， 则式 （５） 可推出 ｍ（Ｅ）：＝ π［１ － ∑
∞

ｎ ＝ １
（ｎ（ ａｎ

２ － ｂｎ
２ ））］ 是 Ｅ 的外测度， 从而非

负， 即证得式 （４）。
注 １　 由引理 １ 的证明可知， 式 （４） 中等号成立当且仅当 ｆ ∈ ∑Ｈ

且 ｍ（Ｅ） ＝ ０ 。 特别地， 当

Ａ ＝ ０ 且 ｂｎ ＝ ０ 对所有 ｎ ＝ １，２，… 时， 引理 １ 恰为定理 １。 因此， 引理 １ 是共形映射 ｆ ∈ Σ 的面积定

理的推广。
应用上述面积定理， 得到了具有拟共形延拓性的单叶调和映射的系数估计如下。

定理 ３　 设 ｆ（ ｚ） ＝ ｚ ＋ ａ０ ＋ ∑
∞

ｎ ＝ １
（ａｎｚ －ｎ） ＋ ∑

∞

ｎ ＝ １
ｂｎｚ －ｎ ＋ Ａｌｏｇ ｚ 是 Δ∗ 上单叶保向调和映射， 其中 Ａ

是一个复常数。 若 ｆ 可 Ｋ ⁃拟共形延拓到复平面 Ｃ 上， 且对所有 ｚ ∈ Δ∗ 满足

Ｒｅ［（ ｚｆｚ（ ｚ） － 􀭰ｚｆ􀭰ｚ（ ｚ）） 􀭵Ａ］ ＜ ｚ ２ （ ｆｚ（ ｚ） ２ － ｆ􀭰ｚ（ ｚ） ２ ）， （６）

则有 ∑
∞

ｎ ＝ １
（ｎ（ ａｎ

２ － ｂｎ
２ ）） ≤ ｋ２ 。 等号成立当且仅当

ｆ（ ｚ） ＝
ｚ ＋ ａ０ ＋ ａ１ ／ ｚ， 　 　 ｚ ∈ Δ∗，
ｚ ＋ ａ０ ＋ ａ１

􀭰ｚ， 　 　 ｚ ∈ Δ，{ （７）

其中， ａ０ ，ａ１ 是复常数且 ａ１ ＝ ｋ ＜ １ 。
证明　 证明过程可分 Ａ ＝ ０ 和 Ａ ≠ ０ 两种情况。
１） Ａ ＝ ０ 。 设 Ｅ 是复平面 Ｃ 中紧致连通集使得 ω ＝ ｆ（ ｚ） 在 Δ∗ 上的函数值不取 Ｅ 中的点， 即

ｆ（Δ∗） ∈Ｃ ＼ Ｅ 。 应用引理 １， Ｅ 的面积为 π［１ － ∑
∞

ｎ ＝ １
（ｎ（ ａｎ

２ － ｂｎ
２ ））］ 。 因为 ｆ可 Ｋ ⁃拟共形延拓到

复平面 Ｃ ， 则 ｆ（Δ） ＝ Ｅ 的面积满足 ∬
Δ
（ ｆｚ（ ｚ） ２ － ｆ􀭰ｚ（ ｚ） ２ ）ｄσ ＝ π［１ － ∑

∞

ｎ ＝ １
（ｎ（ ａｎ

２ － ｂｎ
２ ））］ ，

其中 ｄσ 为欧氏面积微分。
因为 ｆ是单位圆盘 Δ上 Ｋ⁃拟共形映射， 即 ｆ􀭰ｚ（ ｚ） ≤ ｋ ｆｚ（ ｚ） 对几乎处处所有 ｚ∈Δ都成立， 由此

可推出

∬
Δ

ｆ􀭰ｚ（ ｚ） ２ ｄσ ／ π ≤ ｋ２ ／ （１ － ｋ２ ）［１ － ∑
∞

ｎ ＝ １
（ｎ（ ａｎ

２ － ｂｎ
２ ））］。 （８）

另外， 对于 ρ ＞ １ ， 对 ｆ 运用 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｇｒｅｅｎ 公式可得，

ｆ（ ｚ） － ｚ ＝ ∫
ξ ＝ ρ

［（ ｆ（ξ） － ξ） ／ （ξ － ｚ）］ｄξ ／ （２πｉ） － ∬
ξ ＜ ρ

［ ｆ􀭰ξ（ξ） ／ （ξ － ｚ）］ｄσ ／ π，　 　 ｚ ＜ ρ。

当 ξ ＝ ρ → ∞ 时， 则有

ｆ（ ｚ） － ｚ ＝ ｌｉｍ
ρ→∞

［∫
ξ ＝ ρ

［（ ｆ（ξ） － ξ） ／ （ξ － ｚ）］ｄξ ／ （２πｉ） － ∬
ξ ＜ ρ

［ ｆ􀭰ξ（ξ） ／ （ξ － ｚ）］ｄσ ／ π］ ＝

ｌｉｍ
ρ→∞

｛∫
ξ ＝ ρ

ａ０ ／ （ξ － ｚ） ＋ ∑
∞

ｎ ＝ １
［ａｎ ／ （（ξ － ｚ） ２ξｎ）］ ＋(

∑
∞

ｎ ＝ １

􀭰ｂｎ ／ ［（ξ － ｚ） ２ 􀭰ξｎ）］ )ｄξ ／ （２πｉ） － ∬
ξ ＜ ρ

ｆ􀭰ξ（ξ） ／ （ξ － ｚ）ｄσ ／ π｝ ＝

ａ０ － ∬
Ｃ
ｆ􀭰ξ（ξ） ／ （ξ － ｚ）ｄσ ／ π。 （９）

对式 （９） 关于 ｚ 求导， 可得 ｆｚ（ ｚ） － １ ＝ － ∬
Ｃ
ｆ􀭰ξ（ξ） ／ （ξ － ｚ） ２ ｄσ ／ π： ＝ Ｈｆ􀭰ｚ（ ｚ） 几乎处处成立， 其中 Ｈ 表

示二维 Ｈｉｌｂｅｒｔ 变换。 因为 Ｈｉｌｂｅｒｔ 变换在 Ｌ２ 中等距［４，１７］ ， 即 ∬
Ｃ

ｆ􀭰ｚ（ ｚ） ２ ｄσ ＝ ∬
Ｃ

Ｈｆ􀭰ｚ（ ｚ） ２ ｄσ ， 所以，

·７６３·
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∬
Δ

ｆ􀭰ｚ（ ｚ） ２ ｄσ ／ π ＝ ∬
Δ∗

ｆｚ（ ｚ） － １ ２ ｄσ ／ π ＋ ∬
Δ

ｆｚ（ ｚ） － １ ２ ｄσ ／ π － ∬
Δ∗

ｆ􀭰ｚ（ ｚ） ２ ｄσ ／ π ≥

∬
Δ∗

ｆｚ（ ｚ） － １ ２ ｄσ ／ π － ∬
Δ∗

ｆ􀭰ｚ（ ｚ） ２ ｄσ ／ π ＝

∫∞

１
∫２π

０
∑

∞

ｎ ＝ １
［ｎ（ ａｎ

２ － ｂｎ
２ ） ｒ －２（ｎ＋１） ］ｄθｄｒ ／ π ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
（ｎ（ ａｎ

２ － ｂｎ
２ ））， ｚ ＝ ｒｅｉθ ∈ Δ∗。 （１０）

将式 （８） 代入式 （１０） 可得

∑
∞

ｎ ＝ １
（ｎ（ ａｎ

２ － ｂｎ
２ ）） ≤ ｋ２ 。 （１１）

　 　 ２） Ａ ≠ ０ 。 不妨假设 Ａ ＞ ０ ， 否则只需考虑 Ｈ ＝ ｅｉθ ｆ ， 其中 θ ＝ π － ａｒｇ Ａ 为某个常数， 使得 Ｈ ＝

ｅｉθ（ ｚ ＋ ａ０ ＋ ∑
∞

ｎ ＝ １
（ａｎｚ －ｎ） ＋ ∑

∞

ｎ ＝ １
ｂｎｚ －ｎ） ＋ Ａｅｉθ ｌｏｇ ｚ ， 此时 Ａｅｉθ ＞ ０ 。 因此， 令 Ｆ（ ｚ） ＝ ｆ（ ｚ） － Ａｌｏｇ ｚ ，

ｚ ∈ Δ∗ ， 则有 Ｆｚ ＝ ｆｚ － （Ａ ／ ２）·（１ ／ ｚ），Ｆ􀭰ｚ ＝ ｆ􀭰ｚ － （Ａ ／ ２）·（１ ／ 􀭰ｚ）。 因为

Ｆｚ
２ － Ｆ􀭰ｚ

２ ＝ ｆｚ － （Ａ ／ ２）·（１ ／ ｚ） ２ － ｆ􀭰ｚ － （Ａ ／ ２）·（１ ／ 􀭰ｚ） ２ ＝
｛ ｚ ２ （ ｆｚ ２ － ｆ􀭰ｚ

２ ） － Ｒｅ［（ ｚｆｚ － ｚｆ􀭰ｚ） 􀭵Ａ］｝ ／ ｚ ２ 。
由 ｆ 满足式 （６） 可得 Ｆ􀭰ｚ ＜ Ｆｚ ， 从而 Ｆ（ ｚ） 在 Δ∗ 上保向。

接下来将证明 Ｆ（ ｚ） 在 Δ∗ 上单叶， 即对 Δ∗ 内任意两点 ｚ１ ，ｚ２ 且 ｚ１ ≠ ｚ２ ， 验证 Ｆ（ ｚ１ ） ≠ Ｆ（ ｚ２ ） 。
当 ｚ１ ＝ ｚ２ 时， Ｆ（ ｚ１ ） － Ｆ（ ｚ２ ） ＝ ｆ（ ｚ１ ） － ｆ（ ｚ２ ） ≠ ０ ， 从而 Ｆ（ ｚ） 在 Δ∗ 上单叶； 当 ｜ ｚ１ ｜ ≠ ｚ２ 时，
不妨设 ａｒｇ ｚ１ ＝ ａｒｇ ｚ２ 且 ｚ１ ＜ ｚ２ （否则， 若 ａｒｇ ｚ１ ≠ ａｒｇ ｚ２ ， 则考虑用 ｅｉθｚ１ 代替 ｚ１ ， 使之满足

ａｒｇ ｅｉθｚ１ ＝ ａｒｇ ｚ２ ， 其中 θ 是某个常数）。 由于

Ｆ（ ｚ１ ） － Ｆ（ ｚ２ ） ＝ ∫
γ
Ｆｚｄｚ ＋ Ｆ􀭰ｚｄ􀭰ｚ ≥ ∫ ｚ２

ｚ１
（ Ｆｚ － Ｆ􀭰ｚ ） ｄｚ ＞ ０，

其中 γ 是 Δ∗ 内连接 ｚ１ ，ｚ２ 的可求长曲线， 所以 Ｆ（ ｚ） 也在 Δ∗ 上单叶。 令

ｇ（ ｚ） ＝ ｆ∗（ ｚ）， 　 　 ｚ ∈ Δ，
Ｆ（ ｚ）， 　 　 ｚ ∈ Δ∗，{

其中 ｆ∗ 是 ｆ 在 Δ 上的拟共形延拓， 则 ｇ 可拟共形延拓到复平面 Ｃ 且复特征满足 ω（ ｚ） ≤ ｋ 。 基于

Ａ ＝ ０ 情形的证明可知， ｆ 的系数也满足式 （１１）。
最后说明等号取等的条件。 若 ｆ 定义如式 （７）， 则 ｂｎ ＝ ０，ｎ ＝ １，２… 且 ａｎ ＝ ０，ｎ ＝ ２，３… ， 此时 ｆ

在 Δ∗ 内 １⁃拟共形， 在 Δ 内 Ｋ⁃拟共形， 这里， ｋ ＝ ａ１ ＝ （Ｋ － １） ／ （Ｋ ＋ １） ＜ １ ， 即式 （１１） 显然成立。
另一方面， 式 （１０） 中等号成立仅当 ｆｚ（ ｚ） ≡ １ 在 Δ 内几乎处处成立， 从而 ｆ􀭰ｚ（ ｚ） ≡ μ 。 由文献

［４］ 知， μ 是 ［０，１） 内常数。 因此， ｆ 具有式 （７） 的表示式。 故定理 ３ 得证。
注 ２　 当 Ａ ＝ ０ 且 ｂｎ ＝ ０ ， ｎ ＝ １，２，… ， 即当 ｆ􀭰ｚ（ ｚ） ≡ ０ 且 ｆ ∈ Σ 时， 式 （６） 恒成立。 因此， 定

理 ３ 是定理 ２ 的推广。
例 １　 函数 ｆ（ ｚ） ＝ ｚ ＋ ａ１ ／ ｚ ＋ Ａｌｇ ｚ ， 其中 ａ１ ＜ １ 满足式 （６）。
事实上， 因为当 ｜ ａ１ ｜ ＜ １ 时， ｆ１ （ ｚ） ＝ ｚ ＋ ａ１ ／ ｚ 在 Δ∗ 内单叶。 由定理 ３ 的证明知， ｆ（ ｚ） 在 Δ∗ 内

单叶。 因为 ｆｚ ＝ １ － ａ１ ／ ｚ２ ＋ Ａ ／ （２ｚ） ， ｆ􀭰ｚ ＝ Ａ ／ （２􀭰ｚ） ， 则有

ｚ ２ （ ｆｚ ２ － ｆ􀭰ｚ
２ ） － Ｒｅ｛（ ｚｆｚ － 􀭰ｚｆ􀭰ｚ） 􀭵Ａ｝ ＝ ｚ ２ ｛１ ＋ ａ２

１ ／ ｚ４ ＋ ２Ｒｅ［Ａ（１ － ａ１ ／ ｚ２ ） ／ （２􀭰ｚ） － ａ１ ／ ｚ２ ］｝ －
Ｒｅ｛（ ｚ － ａ１ ／ ｚ） 􀭵Ａ｝ ＝ ｚ ２ ＋ ａ１

２ ／ ｚ ４ － ２Ｒｅ（􀭰ｚａ１ ／ ｚ） ≥ ｚ ２ ＋ ａ１
２ ／ ｚ ４ － ２ ａ１ ＝

（ ｚ － ａ１ ／ ｚ ２ ） ２ ＞ ０
对所有 ｚ ∈ Δ∗ 都成立。

［ 参考文献 ］

［１］ ＢＨＯＷＭＩＫ Ｂ， ＳＡＴＰＡＴＩ Ｇ， ＳＵＧＡＷＡ Ｔ． Ｑｕａｓｉｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｎｏｎｚｅｒｏ ｐｏｌｅ ［ Ｊ］．

·８６３·



　 第 ４ 期 石擎天， 等： 单位圆盘外单叶调和映射的面积定理

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

Ｐｒｏｃ Ａｍｅｒ Ｍａｔｈ Ｓｏｃ， ２０１６， １４４（６）： ２５９３⁃２６０１．
［２］ ＤＵＲＥＮ Ｐ Ｌ． Ｕｎｉｖａｌｅｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ［Ｍ］． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ⁃Ｖｅｒｌａｇ， １９８３．
［３］ ＧＲＯＮＷＡＬＬ Ｔ． Ｓｏｍｅ ｒｅｍａｒｋｓ ｏｎ ｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ［Ｊ］． Ａｎｎ Ｍａｔｈ， １９１４， １６（１）： ７２⁃７６．
［４］ ＬＥＨＴＯ Ｏ． Ｓｃｈｌｉｃｈｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ａ ｑｕａｓｉｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ［Ｊ］． Ａｎｎ Ａｃａｄ Ｓｃｉ Ｆｅｎｎ Ｓｅｒ Ａ Ｉ， １９７１， ５００： １⁃１０．
［５］ ＷＥＩ Ｈ． Ｏｎ ｔｈｅ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｑｕａｓｉｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｍａｐｐｉｎｇｓ ［ Ｊ］． Ｐｒｏｃ Ａｍｅｒ Ｍａｔｈ Ｓｏｃ， １９９６， １２４（８）：

２３３７⁃２３４１．
［６］ ＹＡＯ Ｇ． ∂⁃ｅｎｅｒｇｙ ｉｎｔｅｇｒａｌ ａｎｄ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｍａｐｓ ［Ｊ］． Ｍａｔｈ Ｎａｃｈｒ， ２００５， ２７８（９）： １０８６⁃１０９６．
［７］ ＨＥＮＧＡＲＴＮＥＲ Ｗ， ＳＣＨＯＢＥＲ Ｇ． Ｕｎｉｖａｌｅｎｔ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ［Ｊ］． Ｔｒａｎｓ Ａｍｅｒ Ｍａｔｈ Ｓｏｃ， １９８７， ２９９（１）： １⁃３１．
［８］ ＣＨＵＡＱＵＩ Ｍ． Ｑｕａｓｉｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｍａｐｐｉｎｇｓ ［Ｊ］． Ｊ Ｇｅｏｍ Ａｎａｌ， ２０２１， ３１（５）： ５１０８⁃５１３０．
［９］ ＫＡＬＡＪ Ｄ， ＰＡＶＬＯＶＩＣ Ｍ． Ｏｎ ｑｕａｓｉｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｓｅｌｆ⁃ｍａｐｐｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｄｉｓｋ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ Ｐｏｉｓｓｏｎ􀆳ｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ［ Ｊ］． Ｔｒａｎｓ

Ａｍｅｒ Ｍａｔｈ Ｓｏｃ， ２０１１， ３６３（８）： ４０４３⁃４０６１．
［１０］ ＭＡＴＥＬＪＥＶＩＣ Ｍ， ＳＶＥＴＬＩＫ Ｍ． Ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｍｅｔｒｉｃ ｏｎ ｔｈｅ ｓｔｒｉｐ ａｎｄ ｔｈｅ Ｓｃｈｗａｒｚ ｌｅｍｍａ ｆｏｒ ＨＱＲ ｍａｐｐｉｎｇｓ ［ Ｊ］． Ａｐｐｌ

Ａｎａｌ Ｄｉｓｃｒ Ｍａｔｈ， ２０２０， １４（１）： １５０⁃１６８．
［１１］ ＣＨＥＮ Ｓ Ｌ， ＰＯＮＮＵＳＡＭＹ Ｓ， ＷＡＮＧ Ｘ Ｔ． Ｏｎ ｐｌａｎａｒ ｈａｒｍｏｎｉｃ Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ ａｎｄ ｐｌａｎａｒ ｈａｒｍｏｎｉｃ Ｈａｒｄｙ ｃｌａｓｓｅｓ ［Ｊ］． Ａｎｎ

Ａｃａｄ Ｓｃｉ Ｆｅｎｎ Ｍａｔｈ， ２０１１， ３６： ５６７⁃５７６．
［１２］ 胡春英， 黄心中． 单叶调和函数及其反函数为调和拟共形的充要条件 ［ Ｊ］． 华侨大学学报 （自然科学版），

２０１０， ３１（５）： ５８６⁃５８９．
［１３］ 胡春英， 黄心中． 非平凡双向单叶调和映照的微分方程 ［Ｊ］． 华侨大学学报 （自然科学版）， ２０１２， ３３（１）： １０７⁃

１１１．
［１４］ 张兆功， 刘礼泉． 单叶调和映照的反函数 ［Ｊ］． 数学进展， １９９６， ２５（３）： ２７０⁃２７６．
［１５］ 朱剑峰， 黄心中． 两类调和函数的拟共形性质 ［Ｊ］． 华侨大学学报 （自然科学版）， ２０１１， ３２（６）： ７０５⁃７０９．
［１６］ ＪＡＨＡＮＧＩＲＩ Ｊ Ｍ， ＳＩＬＶＥＲＭＡＮ Ｈ． Ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ ｕｎｉｖａｌｅｎｔ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ［Ｊ］． Ｂｕｌｌ Ｋｏ⁃

ｒｅａｎ Ｍａｔｈ Ｓｏｃ， １９９９， ３６（４）： ７６３⁃７７０．
［１７］ ＧＵＭＥＮＹＵＫ Ｐ， ＨＯＴＴＡ Ｉ． Ｕｎｉｖａｌｅｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｑｕａｓｉｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ： Ｂｅｃｋｅｒ􀆳ｓ ｃｌａｓｓ ａｎｄ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ［Ｊ］． Ｐｒｏｃ Ａｍｅｒ Ｍａｔｈ Ｓｏｃ， ２０２０， １４８（９）： ３９２７⁃３９４２．

（责任编辑　 马建华　 英文审校　 黄振坤）

·９６３·


