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完全分裂图的临界理想

李晓琳， 王洪波， 陈海燕

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 一个图 Ｇ 的 ｋ⁃阶临界理想是由它的广义拉普拉斯矩阵的所有 ｋ⁃阶子式生成的理想， 可被看作

是图 Ｇ 的邻接特征多项式和拉普拉斯特征多项式的推广。 临界理想与图的许多指标密切相关。 利用线性代

数的方法， 得到完全分裂图的临界理想的具体表达式， 然后利用此表达式完全确定其临界群的结构。
［关键词］ 广义拉普拉斯矩阵； 完全分裂图； 临界理想； 临界群

［中图分类号］ Ｏ １５７􀆰 １

Ｃｒｉｔｉｃａｌ Ｉｄｅａｌｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃｏｍｐｌｅｔｅ Ｓｐｌｉｔ Ｇｒａｐｈ
ＬＩ Ｘｉａｏｌｉｎ ＷＡＮＧ Ｈｏｎｇｂｏ ＣＨＥＮ Ｈａｉｙａｎ

 Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｊｉｍｅｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｘｉａｍｅｎ ３６１０２１ Ｃｈｉｎａ 

Ａｂｓｔｒａｃｔ Ｔｈｅ ｋ⁃ｏｒｄｅｒ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｉｄｅａｌ ｏｆ ａ ｇｒａｐｈ Ｇ ｉｓ ａｎ ｉｄｅａｌ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ａｌｌ ｍｉｎｏｒｓ ｏｆ ｓｉｚｅ ｋ ｏｆ ｉｔｓ ｇｅｎｅｒａｌ⁃
ｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ ｍａｔｒｉｘ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ ｏｆ ｉｔｓ ａｄｊａｃｅｎｃｙ
ｍａｔｒｉｘ ａｎｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ ｍａｔｒｉｘ． Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｉｄｅａｌ ｗａｓ ｃｌｏｓｅｌｙ ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｔｏ ｍａｎｙ ｇｒａｐｈ ｉｎｄｉｃｅｓ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｅｘｐｌｉｃ⁃
ｉｔ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｆｏｒ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｉｄｅａｌｓ ｏｆ ａ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｐｌｉｔ ｇｒａｐｈ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｌｉｎｅａｒ ａｌｇｅｂｒａ ｍｅｔｈｏｄ． Ｆｕｒｔｈｅｒ⁃
ｍｏｒｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅｓｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｇｒｏｕｐ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｐｌｉｔ ｇｒａｐｈ ｗａｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｌａｐｌａｃｉａｎ ｍａｔｒｉｘ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｐｌｉｔ ｇｒａｐｈ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｉｄｅａｌ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｇｒｏｕｐ

０　 引言
令 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ） 是 ｎ 个顶点的连通图， ｍｉｊ表示顶点 ｖｉ 和 ｖｊ 之间连边的数目， 图 Ｇ 的广义拉普拉斯

矩阵 Ｌ（Ｇ，ＸＧ） 定义为 Ｌ（Ｇ，ＸＧ） ｉｊ ＝
ｘｉ，　 ｉ ＝ ｊ，
－ ｍｉｊ，其他，{ 其中 ＸＧ ＝ ｛ｘｉ ｖｉ ∈ Ｖ（Ｇ）｝ 是对应 Ｇ 中顶点的未定

元集。 当 １≤ｋ≤ｎ 时， Ｇ 的 ｋ⁃阶临界理想定义为

Ｉｋ（Ｇ，ＸＧ） ＝ （｛ｄｅｔ Ｍ Ｍ 为 Ｌ（Ｇ，ＸＧ） 的 ｋ⁃ 阶子矩阵｝） ⊂ Ｚ［ＸＧ］， （１）
其中 Ｚ［ＸＧ］ 表示整数环上的多项式环， 即一个图 Ｇ 的 ｋ⁃阶临界理想就是由它的广义拉普拉斯矩阵的

所有 ｋ⁃阶子式生成的理想。 平凡理想记为式 （１）。
临界理想作为图临界群的推广是由文献 ［１］ 首先提出的， 它也被看作是图的邻接特征多项式和

拉普拉斯特征多项式的推广。 随后人们发现， 临界理想与图 Ｇ 的其他很多性质密切相关， 如零迫数、
团数等［２ － ４］ 。 众所周知， 确定一类图临界群的结构是比较困难的， 作为临界群的推广， 确定图的临界

理想显得更为困难。 到目前为止， 只有完全图、 路、 圈、 树、 完全多部图等几类非常特殊图类的临界
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图 1 完全分裂图 S4,5

Fig.1 The complete split graph S4,5

理想得到了研究［１，５ － ６］ ， 研究的方法基本上是组合方法。
本文将利用线性代数的方法研究完全分裂图的临界理想。
下面首先给出它的定义。

设图 Ｈ１ 与图 Ｈ２ 是两个顶点不交的图， Ｇ ＝ Ｈ１ ∨ Ｈ２ 是

Ｈ１ 与 Ｈ２ 的联图， 即 Ｖ（Ｇ） ＝ Ｖ（Ｈ１ ） ∪ Ｖ（Ｈ２ ）， Ｅ（Ｇ） ＝
Ｅ（Ｈ１ ） ∪ Ｅ（Ｈ２ ） ∪ ｛ｕｖ ｕ ∈ Ｖ（Ｈ１ ），ｖ ∈ Ｖ（Ｈ２ ）｝ 。 令 Ｋｍ 表

示 ｍ 个顶点的完全图， Ｋｎ表示 ｎ 个顶点的空图， 则Ｋｎ ∨Ｋｍ

称为完全分裂图， 记为 Ｓｎ，ｍ， 如图 １ 的完全分裂图 Ｓ４，５ 。
文献 ［７］ 研究了完全分裂图上沙堆模型的所有常返构

型和其他各种组合对象之间的关系。 本文首先用代数方法得

到完全分裂图临界理想的一个具体表达式， 然后应用此表达

式完全确定了其临界群的结构。

１　 完全分裂图的临界理想

给定一个完全分裂图Ｓｎ，ｍ（ｎ，ｍ≥２） ， 由定义Ｖ（Ｓｎ，ｍ） ＝ Ｖ（Ｋｎ） ∪Ｖ（Ｋｍ） ， 设Ｕ ＝ Ｖ（Ｋｎ） ＝ ｛ｕ１ ，ｕ２ ，…，
ｕｎ｝， Ｙ ＝ ｛ｙ１ ，ｙ２ ，…，ｙｎ｝ 为对应的未定元集， Ｖ ＝ Ｖ（Ｋｍ） ＝ ｛ｖ１ ，ｖ２ ，…，ｖｍ｝ ， 对应未定元集为 Ｘ ＝ ｛ｘ１ ，ｘ２ ，

…，ｘｍ｝ ， 则 Ｓｎ，ｍ ＝ Ｋｎ ∨ Ｋｍ 的广义拉普拉斯矩阵为

Ｌ（Ｓｎ，ｍ；Ｙ，Ｘ） ＝

ｙ１ ０ ０ … ０ － １ － １ … － １
０ ｙ２ ０ … ０ － １ － １ … － １
０ ０ ｙ３ … ０ － １ － １ … － １

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ ０ … ｙｎ － １ － １ … － １

－ １ － １ － １ … － １ ｘ１ － １ … － １
－ １ － １ － １ … － １ － １ ｘ２ … － １
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙
－ １ － １ － １ … － １ － １ － １ … ｘｍ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

＝ Ｌ（Ｋｎ，Ｙ） － Ｊｎ×ｍ

－ Ｊｍ×ｎ Ｌ（Ｋｍ，Ｘ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷，

其中： Ｌ（Ｋｎ，Ｙ） 是空图Ｋｎ的广义拉普拉斯矩阵； Ｌ（Ｋｍ，Ｘ） 是完全图 Ｋｍ 的广义拉普拉斯矩阵； Ｊｓ × ｔ为全

１ 矩阵。
设 Ｍ 是 Ｌ（Ｓｎ，ｍ；Ｙ，Ｘ） 的任意一个 ｋ⁃阶子矩阵 （１ ≤ ｋ ≤ ｎ ＋ ｍ） 。 令 Ｒ ＝ Ｒ１ ∪ Ｒ２ 、 Ｃ ＝ Ｃ１ ∪ Ｃ２ 分

别表示它的行指标和列指标集， 其中， Ｒ１ ＝ Ｒ ∩ Ｕ ， Ｃ１ ＝ Ｃ ∩ Ｕ ， Ｒ２ ＝ Ｒ ∩ Ｖ ， Ｃ２ ＝ Ｃ ∩ Ｖ 。 首先注意

到， 当 Ｒｉ ＼ Ｃｉ ≥ ２（ｉ ＝ １，２） 时， Ｍ 中至少有两行元素相同， 所以 ｄｅｔ（Ｍ） ＝ ０ 。 因此， 计算完全分裂

图 Ｓｎ，ｍ 的 ｋ⁃临 界 理 想 Ｉｋ（Ｓｎ，ｍ；Ｙ，Ｘ） ＝ （｛ｄｅｔ Ｍ Ｍ 为 Ｌ（Ｓｎ，ｍ；Ｙ，Ｘ） 的 ｋ⁃ 阶子矩阵 ｝） ＝
（｛ｄｅｔ Ｍ ≠ ０ Ｍ 为Ｌ（Ｓｎ，ｍ；Ｙ，Ｘ） 的 ｋ⁃阶子矩阵｝） ， 只需考虑 Ｒ ｉ ＼ Ｃ ｉ ≤１ 、 Ｃ ｉ ＼ Ｒ ｉ ≤１（ ｉ ＝ １，２） 的

情形。 为清楚起见， 令 ｒｉ ＝ Ｒ ｉ ， ｃｉ ＝ Ｃ ｉ ，ｉ ＝ １，２ ， 则 Ｍ 有如下的分块形式：

Ｍ ＝
Ｐｒ１×ｃ１ － Ｊｒ１×ｃ２

－ Ｊｒ２×ｃ１ Ｑｒ２×ｃ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷， （２）

其中： Ｐｒ１ × ｃ１是 Ｌ（Ｋｎ，Ｙ） 的子矩阵； Ｑｒ２ × ｃ２是 Ｌ（Ｋｍ，Ｘ） 的子矩阵。
注意到， 式 （２） 中 ｒ１ ＋ ｒ２ ＝ ｃ１ ＋ ｃ２ ＝ ｋ 且 ｒｉ － ｃｉ ≤１， ｉ ＝ １， ２。 所以只有 ３ 种可能： １） ｒ１ ＝

ｃ１ （ ｒ２ ＝ ｃ２ ） ； ２） ｒ１ ＝ ｃ１ ＋ １（ ｒ２ ＝ ｃ２ － １） ； ３） ｒ１ ＝ ｃ１ － １（ ｒ２ ＝ ｃ２ ＋ １） 。

·０６３·
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为简单起见， 下面省略矩阵的下标， 令 ｊ ＝ （１，１，…，１） 表示全 １ 行向量， ｊＴ 表示它的转置， 则对

矩阵 Ｍ， 有如下结论。
引理 １［２］ 　 设 Ｍ 是式 （２） 中的矩阵， 则

ｄｅｔ（Ｍ） ＝

ｄｅｔ（Ｐ）·ｄｅｔ（Ｑ） － ｄｅｔ Ｐ ｊＴ

ｊ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ｄｅｔ ０ － ｊ

－ ｊＴ Ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷， ｒ１ ＝ ｃ１ ，

ｄｅｔ（Ｐ　 ｊＴ）·ｄｅｔ － ｊ
Ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷， ｒ１ ＝ ｃ１ ＋ １，

ｄｅｔ Ｐ
ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷·ｄｅｔ（ － ｊＴ 　 Ｑ）， ｃ１ ＝ ｒ１ ＋ １。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

　 　 为了给出 ｄｅｔ（Ｍ） 的具体表达式， 根据指标集 Ｒ ｉ、 Ｃ ｉ 的选取， 把 Ｐ（Ｑ） 分为 ４ 类： １） 类型 ｂ，
Ｒ１ ＝ Ｃ１ （Ｒ２ ＝ Ｃ２ ） ， 对应的矩阵记作 Ｐｂ（Ｑｂ） ； ２） 类型 ｕ， Ｒ１ ＼ Ｃ１ ＝ Ｃ１ ＼ Ｒ１ ＝ １（ Ｒ２ ＼ Ｃ２ ＝

Ｃ２ ＼ Ｒ２ ＝ １） ， 对应的矩阵记作 Ｐｕ（Ｑｕ） ； ３） 类型 ｒ， Ｃ１ ⊂Ｒ１ ， Ｒ１ ＼ Ｃ１ ＝ １（Ｃ２ ⊂ Ｒ２ ， Ｒ２ ＼ Ｃ２ ＝
１） ， 对应的矩阵记作 Ｐｒ（Ｑｒ） ； ４） 类型 ｃ， Ｒ１ ⊂Ｃ１ ， Ｃ１ ＼ Ｒ１ ＝ １（Ｒ２ ⊂ Ｃ２ ， Ｃ２ ＼ Ｒ２ ＝ １） ， 对应的

矩阵记作 Ｐｃ（Ｑｃ） 。
下面分别计算出不同类型引理 １ 中出现的行列式的值。 很显然， Ｐｃ ＝ ＰＴ

ｒ ， Ｑｃ ＝ ＱＴ
ｒ ， 所以只需给

出前面 ３ 类对应子式的值。 每种类型只需计算一个， 其他都可由对称性得到。 不失一般性， 给定下面

的指标集： 类型 ｂ， Ｒ１ ＝ Ｃ１ ＝ ｛ｕ１ ，ｕ２ ，…，ｕｒ１ ｝（Ｒ２ ＝ Ｃ２ ＝ ｛ｖ１ ，ｖ２ ，…，ｖｒ２ ｝） ； 类型 ｕ 或 ｒ， Ｒ１ ∩ Ｃ１ ＝
｛ｕ１ ，ｕ２ ，…，ｕｒ１－１ ｝（Ｒ２ ∩ Ｃ２ ＝ ｛ｖ１ ，ｖ２ ，…，ｖｒ２－１ ｝） 。

对上面给定的指标集， 有 Ｐｂ ＝

ｙ１ ０ ０ … ０
０ ｙ２ ０ … ０
０ ０ ｙ３ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ ０ … ｙｒ１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

， Ｑｂ ＝

ｘ１ － １ … － １
－ １ ｘ２ … － １
︙ ︙ ︙
－ １ － １ … ｘｒ２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

。 所以，

ｄｅｔ（Ｐｂ） ＝ ∏
ｒ１

ｉ ＝ １
ｙｉ， ｄｅｔ（Ｑｂ） ＝ ∏

ｒ２

ｊ ＝ １
（ｘ ｊ ＋ １）（１ － ∑

ｒ２

ｊ ＝ １
（１ ／ （ｘ ｊ ＋ １）））。 （３）

ｄｅｔ Ｐｂ ｊＴ

ｊ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ∏

ｒ１

ｉ ＝ １
ｙｉ ∑

ｒ１

ｉ ＝ １
（１ ／ ｙｉ）。 （４）

ｄｅｔ
０ － ｊ
－ ｊＴ Ｑｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ∏

ｒ２

ｊ ＝ １
（ｘ ｊ ＋ １） ∑

ｒ２

ｊ ＝ １
（１ ／ （ｘ ｊ ＋ １））。 （５）

Ｐｕ ＝

ｙ１ ０ ０ … ０ ０
０ ｙ２ ０ … ０ ０
０ ０ ｙ３ … ０ ０
︙ ︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ ０ … ｙｒ１－１ ０

０ ０ ０ … ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

， （６）

Ｑｕ ＝

ｘ１ － １ … － １ － １
－ １ ｘ２ … － １ － １
︙ ︙ ︙ ︙
－ １ － １ … ｘｒ２－１ － １

－ １ － １ … － １ － １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

。 （７）

·１６３·
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所以，

ｄｅｔ（Ｐｕ） ＝ ０， ｄｅｔ
０ － ｊ
－ ｊＴ Ｑｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｄｅｔ（Ｑｕ） ＝ ∏

ｒ２－１

ｊ ＝ １
（ｘ ｊ ＋ １）。 （８）

ｄｅｔ Ｐｕ ｊＴ

ｊ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∏

ｒ１－１

ｉ ＝ １
ｙｉ。 （９）

Ｐｒ ＝

ｙ１ ０ ０ … ０
０ ｙ２ ０ … ０
０ ０ ｙ３ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ ０ … ｙｒ１－１

０ ０ ０ … ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ｒ１×（ ｒ１－１）

， （１０）

Ｑｒ ＝

ｘ１ － １ － １ … － １
－ １ ｘ２ － １ … － １
－ １ － １ ｘ３ … － １
︙ ︙ ︙ ︙
－ １ － １ － １ … ｘｒ２－１

－ １ － １ － １ … － １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ｒ２×（ ｒ２－１）

， （１１）

ｄｅｔ（Ｐｒ 　 ｊＴ） ＝ ∏
ｒ１－１

ｉ ＝ １
ｙｉ， （１２）

ｄｅｔ（ － ｊＴ 　 Ｑｒ） ＝ （ － １） ｒ２ ∏
ｒ２－１

ｊ ＝ １
（ｘ ｊ ＋ １）。 （１３）

设 Ｍ 是式 （２） 中的矩阵， 则根据其中 Ｐ、 Ｑ 类型， Ｍ 可分为 （ｂ，ｂ）， （ｂ，ｕ）， （ｕ，ｂ）， （ｕ，ｕ）， （ ｒ，
ｃ）（（ｃ，ｒ）） 。

引理 ２　 设 Ｍ 是式 （２） 中的矩阵， Ｒ ＝ Ｒ１ ∪Ｒ２ 是它的行指标集， Ｃ ＝ Ｃ１ ∪Ｃ２ 是它的列指标集，

１） 当 Ｍ 是类型 （ｂ，ｂ） 时， ｄｅｔ Ｍ （ｂ，ｂ） ＝ ∏
ｉ∈Ｒ１

ｙｉ ∏
ｊ∈Ｒ２

（ｘ ｊ ＋ １）（１ － ∑
ｊ∈Ｒ２

（１ ／ （ ｒ ｊ ＋ １）） － ∑
ｉ∈Ｒ１

（１ ／ ｙ ｊ）

∑
ｊ∈Ｒ２

（１ ／ （ｘ ｊ ＋ １）） ； ２） 当 Ｍ 是类型 （ｂ，ｕ） 时， ｄｅｔ Ｍ（ｂ，ｕ） ＝ － ∏
ｉ∈Ｒ１

ｙｉ ∏
ｊ∈Ｒ２∩Ｃ２

［（ｘ ｊ ＋ １）（１ ＋ ∑
ｉ∈Ｒ１

（１ ／ ｙｉ）］；

３） 当 Ｍ 是类型 （ｕ，ｂ） 时 ， ｄｅｔ Ｍ（ｕ，ｂ） ＝ － ∏
ｉ∈Ｒ１∩Ｃ１

ｙｉ ∏
ｊ∈Ｒ２

（ｘ ｊ ＋ １） ∑
ｊ∈Ｒ２

（１ ／ （ｘ ｊ ＋ １）） ； ４） 当 Ｍ 是类型

（ｕ，ｕ） 时， ｄｅｔ Ｍ（ｕ，ｕ） ＝ － ∏
ｉ∈Ｒ１∩Ｃ１

ｙｉ ∏
ｊ∈Ｒ２∩Ｃ２

（ｘ ｊ ＋ １）； ５） 当 Ｍ 是类型 （ ｒ，ｃ） 时， ｄｅｔ Ｍ（ ｒ，ｃ） ＝ （ － １） ｒ２ ×

∏
ｉ∈Ｒ１∩Ｃ１

ｙｉ ∏
ｊ∈Ｒ２∩Ｃ２

（ｘ ｊ ＋ １） 。

证明　 １） 当 Ｍ 是类型 （ｂ，ｂ） 时， ｒ１ ＝ ｃ１ 。 由引理 １ 和式 （３） ～ 式 （５） 得， ｄｅｔ Ｍ ＝ ｄｅｔ（Ｐｂ） ·

ｄｅｔ（Ｑｂ） － ｄｅｔ Ｐｂ ｊＴ

ｊ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ｄｅｔ

０ － ｊ
－ ｊＴ Ｑｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ∏

ｉ∈Ｒ１

ｙｉ ∏
ｊ∈Ｒ２

（ｘ ｊ ＋ １）（１ － ∑
ｊ∈Ｒ２

（１ ／ （ｘ ｊ ＋ １）） － ∑
ｉ∈Ｒ１

（１ ／ ｙｉ） ×

∑
ｊ∈Ｒ２

（１ ／ （ｘ ｊ ＋ １））。

２） 当 Ｍ 是类型 （ｂ，ｕ） 时， ｒ１ ＝ ｃ１ 。 由引理 １ 、 式 （３） ～ 式 （４）、 式 （８） 得， ｄｅｔ Ｍ ＝ ｄｅｔ（Ｐｂ）·

ｄｅｔ（Ｑｕ） － ｄｅｔ Ｐｂ ｊＴ

ｊ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ｄｅｔ

０ － ｊ
－ ｊＴ Ｑｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ∏

ｉ∈Ｒ１

ｙｉ ∏
ｊ∈Ｒ２∩Ｃ２

［（ｘ ｊ ＋ １）（１ ＋ ∑
ｉ∈Ｒ１

（１ ／ ｙｉ））］。

　 　 ３） 当 Ｍ 是类型 （ｕ，ｂ） 时， ｒ１ ＝ ｃ１ 。 由引理 １ 和式 （３）、 式 （５） ～ 式（９） 得， ｄｅｔ Ｍ ＝ ｄｅｔ（Ｐｕ）·

·２６３·
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ｄｅｔ（Ｑｂ） － ｄｅｔ Ｐｕ ｊＴ

ｊ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ｄｅｔ

０ － ｊ
－ ｊＴ Ｑｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ∏

ｉ∈Ｒ１∩Ｃ１

ｙｉ ∏
ｊ∈Ｒ２

（ｘ ｊ ＋ １） ∑
ｊ∈Ｒ２

（１ ／ （ｘ ｊ ＋ １））。

　 　 ４） 当 Ｍ 是类型 （ｕ，ｕ） 时， ｒ１ ＝ ｃ１ 。 由引理 １ 和式 （８） ～ 式 （９） 得， ｄｅｔ Ｍ ＝ ｄｅｔ（Ｐｕ）·ｄｅｔ（Ｑｕ） －

ｄｅｔ Ｐｕ ｊＴ

ｊ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ｄｅｔ

０ － ｊ
－ ｊＴ Ｑｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ∏

ｉ∈Ｒ１∩Ｃ１

ｙｉ ∏
ｊ∈Ｒ２∩Ｃ２

（ｘ ｊ ＋ １）。

５） 当 Ｍ 是类型 （ ｒ，ｃ） 时， ｒ１ ＝ ｃ１ ＋ １。 由引理 １ 和式 （１２） ～ 式 （１３） 得， ｄｅｔ Ｍ ＝ ｄｅｔ（Ｐｒ 　 ｊＴ）·

ｄｅｔ － ｊ
Ｑｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （ － １） ｒ２ ∏

ｉ∈Ｒ１∩Ｃ１

ｙｉ ∏
ｊ∈Ｒ２∩Ｃ２

（ｘ ｊ ＋ １） 。

为了方便叙述， 引进下面的记号。 对任意的整数 ｋ， 定义集合 Ｔｙ，ｋ ＝ ｛ｙｉ１ ，ｙｉ２ ，…，ｙｉｋ，０ ＜ ｉ１ ＜ ｉ２ ＜
… ＜ ｉｋ ≤ ｎ｝，０ ＜ ｋ≤ ｎ ； Ｔｘ，ｋ ＝ ｛（ｘｉ１ ＋ １）（ｘｉ２ ＋ １） …（ｘｉｋ ＋ １），０ ＜ ｉ１ ＜ ｉ２ ＜ … ＜ ｉｋ ≤ｍ｝，０ ＜ ｋ ≤ｍ；
Ｈｙ，ｋ ＝ ｛ｙｉ１ ，…，ｙｉｋ（１ ／ ｙｉ１ ＋ … ＋ １ ／ ｙｉｋ），０ ＜ ｉ１ ＜ ｉ２ ＜ … ＜ ｉｋ ≤ ｎ｝，０ ＜ ｋ ≤ ｎ ； Ｈｘ，ｋ ＝ ｛（ｘｉ１ ＋ １）…（ｘｉｋ ＋
１）（１ ／ （ｘｉ１ ＋ １） ＋ … ＋ １ ／ （ｘｉｋ ＋ １），０ ＜ ｉ１ ＜ ｉ２ ＜ … ＜ ｉｋ ≤ ｍ｝，０ ＜ ｋ ≤ ｍ 。 当 ｋ ＜ ０ 时， 令 Ｔｘ，ｋ ＝
Ｔｘ，ｋ ＝ Ｈｙ，ｋ ＝ Ｈｘ，ｋ ＝ ｛０｝ ， 且令 Ｔｘ，０ ＝ Ｔｘ，０ ＝ Ｈｙ，０ ＝ Ｈｘ，０ ＝ ｛１｝ 。

为简单起见， 下面用一些关于 Ｔ 和 Ｈ 代数表达式。 两个集合的乘积是指它们指标集的卡氏积，
而集合相加是指具有相同指标集的两两相加。

下面给出本文的主要结果。
定理 １　 对完全分裂图 Ｓｎ，ｍ（ｎ，ｍ ≥ ２） ， 其 ｋ⁃阶临界理想为

Ｉｋ（Ｓｎ，ｍ；Ｙ，Ｘ） ＝

（１），　 　 １ ≤ ｋ ≤ ２，
（Ｔｙ，ｓＴｘ，ｔ，ｓ ＋ ｔ ＝ ｋ － ２，ｓ ≤ ｎ － ２，ｔ ≤ ｍ － ２；（Ｔｙ，ｎ ＋ Ｈｙ，ｎ）Ｔｘ，ｋ－ｎ－１ ，Ｔｙ，ｋ－ｍ－１Ｈｘ，ｍ），
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ３ ≤ ｋ ≤ ｎ ＋ ｍ － ２，
（Ｔｙ，ｎ－１Ｔｘ，ｍ－１ ，Ｔｙ，ｎ－２Ｈｘ，ｍ，（Ｔｙ，ｎ ＋ Ｈｙ，ｎ）Ｔｘ，ｍ－２ ），　 　 ｋ ＝ ｎ ＋ ｍ － １，
（Ｔｙ，ｎＴｘ，ｍ － （Ｔｙ，ｎ ＋ Ｈｙ，ｎ）Ｈｘ，ｍ），　 　 ｋ ＝ ｎ ＋ ｍ。

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

证明　 当 ｋ ＝ １， ２ 时， 很容易看出 Ｉｋ（Ｓｎ，ｍ；Ｙ，Ｘ） ＝ （１） 。 当 ｋ ＝ ｎ ＋ ｍ 时， 由引理 ２ 的 １） 知，

Ｉｎ＋ｍ（Ｓｎ，ｍ；Ｙ，Ｘ） ＝ （ｄｅｔ（Ｌ（Ｓｎ，ｍ；Ｙ，Ｘ））） ＝ （ ∏
ｎ

ｉ ＝ １
ｙｉ ∏

ｍ

ｊ ＝ １
（ｘ ｊ ＋ １）（１ － ∑

ｍ

ｊ ＝ １
（１ ／ （ｘ ｊ ＋ １）） － ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（１ ／ ｙｉ）

∑
ｍ

ｊ ＝ １
（１ ／ （ｘ ｊ ＋ １）））） ＝ （Ｔｙ，ｎＴｘ，ｍ － （Ｔｙ，ｎ ＋ Ｈｙ，ｎ）Ｈｘ，ｍ）。

下面考虑 ３≤ｋ≤ｎ ＋ ｍ － １ 的情形。 首先指出下面的事实， 对任意的 ｓ≤ｓ′， ｔ≤ｔ′， 有

（Ｔｙ，ｓ′Ｔｘ，ｔ′） ⊆ （Ｔｙ，ｓＴｘ，ｔ），（Ｔｙ，ｓ′Ｈｘ，ｔ′＋１ ） ⊆ （Ｔｙ，ｓＴｘ，ｔ），
（Ｈｙ，ｓ′＋１Ｔｘ，ｔ′） ⊆ （Ｔｙ，ｓＴｘ，ｔ），（Ｈｙ，ｓ′＋１Ｈｘ，ｔ′＋１ ） ⊆ （Ｔｙ，ｓＴｘ，ｔ）。{ （１４）

　 　 １） 当３≤ｋ≤ｎ ＋ｍ － ２ 时， 令Ｍ（ｕ，ｕ） 表示 Ｌ（Ｓｎ，ｍ；Ｙ，Ｘ） 所有 ｋ⁃阶 （ｕ，ｕ） 型子式构成集合， 则由引

理２ 得，Ｍ（ｕ，ｕ） ＝ ｛Ｔｙ，ｓＴｘ，ｔ，ｓ ＋ ｔ ＝ ｋ － ２，ｓ ≤ ｎ － ２，ｔ ≤ ｍ － ２｝ 。 同理可得， Ｍ（ｂ，ｂ） ＝ ｛Ｔｙ，ｓＴｘ，ｔ － （Ｔｙ，ｓ ＋
Ｈｙ，ｓ）Ｈｘ，ｔ， ｓ ＋ ｔ ＝ ｋ，ｓ≤ ｎ，ｔ≤ｍ｝ ； Ｍ（ｂ，ｕ） ＝ ｛（Ｔｙ，ｓ ＋ Ｈｙ，ｓ）Ｔｘ，ｔ，ｓ ＋ ｔ ＝ ｋ － １，ｓ≤ ｎ，ｔ≤ｍ － ２｝ ； Ｍ（ｕ，
ｂ） ＝ ｛Ｔｙ，ｓＨｘ，ｔ，ｓ ＋ ｔ ＝ ｋ － １，ｓ≤ ｎ － ２，ｔ≤ｍ｝ ； Ｍ（ ｒ，ｃ） ＝ Ｍ（ｃ，ｒ） ＝ ｛Ｔｙ，ｓＴｘ，ｔ，ｓ ＋ ｔ ＝ ｋ － １，ｓ≤ ｎ － １，
ｔ ≤ｍ － １｝ 。 由式 （１４） 得， Ｍ（ｂ，ｂ） 和Ｍ（ ｒ，ｃ） 中的每一个元素都可由Ｍ（ｕ，ｕ） 中的元素生成， 而

Ｍ（ｂ，ｕ） 中除了 （Ｔｙ，ｎ ＋ Ｈｙ，ｎ）Ｔｘ，ｋ－ｎ－１ ， Ｍ（ｕ，ｂ） 中除了 Ｔｙ，ｋ － ｍ － １Ｈｘ，ｍ， 其他元素都可由 Ｍ（ｕ，ｕ） 中的

元素生成， 所以， Ｉｋ（Ｓｎ，ｍ；Ｙ，Ｘ） ＝ （Ｔｙ，ｓＴｘ，ｔ，ｓ ＋ ｔ ＝ ｋ － ２，ｓ ≤ ｎ － ２，ｔ ≤ ｍ － ２；（Ｔｙ，ｎ ＋ Ｈｙ，ｎ）Ｔｘ，ｋ－ｎ－１ ，
Ｔｙ，ｋ－ｍ－１Ｈｘ，ｍ）。

２） 当 ｋ ＝ ｎ ＋ｍ － １ 时， 此时 Ｍ（ｕ，ｕ） ＝ Ø ， Ｍ（ｂ，ｂ） ＝ ｛Ｔｙ，ｎＴｘ，ｍ－１ － （Ｔｙ，ｎ ＋ Ｈｙ，ｎ）Ｈｘ，ｍ－１，Ｔｙ，ｎ－１Ｔｘ，ｍ －
（Ｔｙ，ｎ－１ ＋ Ｈｙ，ｎ－１）Ｈｘ，ｍ｝ ；Ｍ（ｂ，ｕ） ＝ ｛（Ｔｙ，ｎ ＋ Ｈｙ，ｎ）Ｔｘ，ｍ－２｝ ；Ｍ（ｕ，ｂ） ＝ ｛Ｔｙ，ｎ－２Ｈｘ，ｍ｝ ；Ｍ（ｒ，ｃ） ＝ Ｍ（ｃ，ｒ） ＝
｛Ｔｙ，ｎ－１Ｔｘ，ｍ－１｝ 。 同样由式 （１４） 得， Ｉｎ＋ｍ－１（Ｓｎ，ｍ；Ｙ，Ｘ） ＝ （Ｔｙ，ｎ－１Ｔｘ，ｍ－１，Ｔｙ，ｎ－２Ｈｘ，ｍ，（Ｔｙ，ｎ ＋ Ｈｙ，ｎ）Ｔｘ，ｍ－２）。

·３６３·
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２　 完全分裂图的临界群
首先给出临界群的定义， 详见文献 ［８］。 设 Ｇ 是一个 ｎ 个顶点的连通图， Ｌ（Ｇ） ＝ Ｌ（Ｇ，ＸＧ） ＸＧ ＝ Ｄ

是它的拉普拉斯矩阵， 这里 Ｄ ＝ ｛ｄ１ ，ｄ２ ，…，ｄｎ｝ 是图 Ｇ 的顶点度集合。 令

ｆｋ ＝ Δｋ ／ Δｋ－１ ， 　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ， （１５）
它表示 Ｌ（Ｇ） 的不变因子， 其中 Δｋ 表示 Ｌ（Ｇ） 的 ｋ⁃阶行列式因子， 即所有 ｋ⁃阶子式的最大公因子，
约定 Δ０ ＝ １。 则 Ｇ 的临界群 Ｋ（Ｇ） ＝ ⊕ｎ－１

ｋ ＝ １Ｚ ｆｋ ， 其中 Ｚ ｆｋ 表示 ｆｋ 阶循环加群。 很显然 Δｋ ＝
ｇｃｄ Ｉｋ（Ｌ（Ｇ，ＸＧ） ＸＧ ＝ Ｄ） ， 这里 ｇｃｄ（Ａ） 表示集合 Ａ 中所有元素的最大公因子。 所以由定理 １ 可以得到

完全分裂图的临界群结构。
定理 ２　 对完全分裂图 Ｓｎ，ｍ（ｎ，ｍ ≥ ２） ， 则

Ｋ（Ｓｎ，ｍ） ＝
Ｚｍ－２

ａ ⊕ Ｚｎ－ｍ
ｍ ⊕ Ｚｍ－２

ｍ（ｎ＋ｍ） ／ ａ ⊕ Ｚｍ（ｎ＋ｍ） ，　 　 ｍ ≤ ｎ，

Ｚｎ－２
ａ ⊕ Ｚｍ－ｎ

ｎ＋ｍ ⊕ Ｚｎ－２
ｍ（ｎ＋ｍ） ／ ａ ⊕ Ｚｍ（ｎ＋ｍ） ，　 　 ｍ ＞ ｎ。{

其中 ａ ＝ ｇｃｄ（ｎ，ｍ） 。
证明　 由完全分裂图 Ｓｎ，ｍ的定义， 它的度集合 Ｄ ＝ ｛ｍ，…，ｍ；ｍ ＋ ｎ － １，…，ｍ ＋ ｎ － １｝ ， 所以，

Ｔｙ，ｓ Ｄ ＝ ｛ｍｓ｝， Ｔｘ，ｓ Ｄ ＝ ｛（ｍ ＋ ｎ） ｓ｝， Ｈｙ，ｓ Ｄ ＝ ｛ ｓｍｓ－１ ｝， Ｈｘ，ｓ Ｄ ＝ ｛ ｓ（ｍ ＋ ｎ） ｓ－１ ｝。
由定理１ 可得Δ１ ＝ Δ２ ＝ １， Δｎ＋ｍ－１ ＝ ｍｎ－１（ｎ ＋ｍ）ｍ－１ 。 对３≤ｋ≤ｎ ＋ｍ －２， 不妨设 ｎ≥ｍ， 计算可得Δｋ，

Δｋ ＝
ｇｃｄ（ｍ，ｎ ＋ ｍ） ｋ－２ ， ３ ≤ ｋ ≤ ｍ，
ｇｃｄ（ｍ，ｎ ＋ ｍ）ｍ－２ｍｋ－ｍ， ｍ ＋ １ ≤ ｋ ≤ ｎ，
ｇｃｄ（ｍ，ｎ ＋ ｍ） ｎ＋ｍ－ｋ－２ｍｋ－ｍ（ｎ ＋ ｍ） ｋ－ｎ， ｎ ＋ １ ≤ ｋ ≤ ｎ ＋ ｍ － ２。

ì

î

í

ïï

ïï

由式 （１５） 可得， ｆ３ ＝ ｆ４ ＝ … ＝ ｆｍ ＝ ｇｃｄ（ｍ，ｎ ＋ ｍ） ＝ ａ ， ｆｍ＋１ ＝ … ＝ ｆｎ ＝ ｍ ， ｆｎ＋１ ＝ … ＝ ｆｎ＋ｍ－２ ＝
ｍ（ｎ ＋ ｍ） ／ ｇｃｄ（ｍ，ｎ ＋ ｍ） ＝ ｍ（ｎ ＋ ｍ） ／ ａ ， ｆｎ＋ｍ－１ ＝ ｍ（ｎ ＋ ｍ） 。 结果得证。 同理可证 ｍ ＞ ｎ 的情况。

令 μ（Ｇ） 表示临界群 Ｋ（Ｇ） 最小生成元的个数， 则由定理 ２ 可得下面的推论 １。
推论 １　 对完全分裂图 Ｓｎ，ｍ（ｎ，ｍ ≥ ２） ， 则

μ（Ｓｎ，ｍ） ＝ ｍａｘ｛ｍ，ｎ｝ － １， ｇｃｄ（ｍ，ｎ） ＝ １，
ｎ ＋ ｍ － ３， ｇｃｄ（ｍ，ｎ） ≠ １。{
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