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［摘要］ 对于图 Ｇ 及子集 Ｒ ⊆ Ｖ（Ｇ） ， 若 Ｒ 的任意三元子集在图 Ｇ 中均是非测地的， 则 Ｒ 是图 Ｇ 的一

般位置集。 图 Ｇ 的最大一般位置集的基数称为 Ｇ 的一般位置数。 给出树与任意图的笛卡尔乘积图的一般位

置数的下界， 验证下界的紧性， 并得到星与圈的笛卡尔乘积图的一般位置数的确切值。 此外， 还得到含通

用点且其不在最大一般位置集中的两个图的笛卡尔乘积的一般位置数的下界。
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０　 引言
设 Ｇ ＝ （Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ）） 表示点集为 Ｖ（Ｇ） 、 边集为 Ｅ（Ｇ） 的简单图， 其中阶数 Ｖ（Ｇ） ＝ ｎ 。 本文考

虑的图都是有限连通简单图。 图 Ｇ 的 １ 度点称为叶子点， Ｇ 中叶子点的个数记为 ｌ（Ｇ） 。 ｄＧ（ｘ，ｙ） 表示图

Ｇ 中点 ｘ、 ｙ 之间的距离 （ｘ、 ｙ 之间最短路的边数）。 图 Ｇ 中的最短 ｘ，ｙ⁃ 路称作 ｘ，ｙ⁃ 测地线。
１９１７ 年， Ｄｕｄｅｎｅｙ 提出了著名的 “三点不共线” 问题［１］ ， 即： 在 ｎ × ｎ 网格中找到可以放置的最

大点数， 使得其中任意放置的三个点不在同一条线上。 虽然 “三点不共线” 问题至今仍是一个开放

性的问题， 但由它衍生的问题却推动了其他学科的发展［２ － ４］ 。 近几年， 基于离散几何中一般位置子集

的选取问题［５］ ， Ｍａｎｕｅｌ 等［６］提出了图论的一般位置集问题， 即： 在给定图 Ｇ 中找到一个最大的点子
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集 Ｒ， 使得 Ｒ 中任意三点在图 Ｇ 中不位于同一条测地线。 设 Ｕ 是 Ｖ（Ｇ） 的一个三元子集， 若 Ｕ 中的任

意一个点在图 Ｇ 中均不位于连接其余两点的任意一条测地线上， 则称 Ｕ 在图 Ｇ 中是非测地的， Ｕ 是

Ｖ（Ｇ） 的非测地集。 设集合 Ｒ ⊆ Ｖ（Ｇ） ， 若 Ｒ 的任意三元子集在图 Ｇ 中都是非测地的， 则称 Ｒ 是图 Ｇ
的一般位置集。 图 Ｇ 的一个最大一般位置集的基数叫作图 Ｇ 的一般位置数， 这个最大的一般位置集

叫作图 Ｇ 的 ｇｐ⁃集。
图的一般位置数被提出来以后， 受到了学者们的广泛研究。 Ｕｌｌａｓ Ｃｈａｎｄｒａｎ 等［７］ 提出了一个与图

的一般位置集问题等价的问题， 同时给出了完全二部图、 毛毛虫树等特殊图类的一般位置数的递推公

式， 而且刻画了一般位置数为 ２、 ｎ － １ 和 ｎ 的图结构。 Ｍａｎｕｅｌ 等［６］ 不仅给出了树、 块图等特殊图的

一般位置数的表达式， 而且证明了图的一般位置集问题是 ＮＰ⁃完备的。 Ａｎａｎｄａ 等［８］ 一方面确定了余

图、 二部图及其补图、 直径为 ２ 的图等的一般位置数的递推公式， 另一方面也证明了图的一般位置集

的导出子图是完全子图。
由于笛卡尔乘积是图论中构造新图的重要方法， 因此研究笛卡尔乘积图的一般位置数是非常有意

义的。 Ｇｈｏｒｂａｎｉ 等［９］确定了任意两个连通图的笛卡尔乘积图的一般位置数的下界， 且当两个图是完全

图时， 等号成立。 Ｇｎ 表示 ｎ 个图 Ｇ 的笛卡尔乘积图， Ｐ∞ 表示一条双向无穷路。 文献 ［１０ － １２］ 分别

研究了关于双向无穷路的笛卡尔乘积图的一般位置数问题， 特别地， 文献 ［１２］ 证明了 ｇｐ（Ｐｎ
∞ ） ＝

２２ｎ－１ 。 文献 ［１３］ 给出了两棵树的笛卡尔乘积图的一般位置数的递推公式， 即证明了一般位置数在

树的笛卡尔乘积图上是可加的。 文献 ［１４］ 不仅确定了一些直径较小的图的笛卡尔乘积图的一般位

置数， 还证明了任意两图的笛卡尔乘积图的一般位置数的上界， 并刻画了相应的极图。 除此之外， 文

献 ［１５］ 研究了图的强积图、 直积图、 字典序积图等的一般位置数问题。 更多关于图的一般位置数

的问题见文献 ［１６ － １９］。
本文继续研究笛卡尔乘积图的一般位置数问题。 首先， 确定了树 Ｔ 与任意图 Ｇ 的笛卡尔乘积图

的一般位置数的下界， 并给出了达到下界时的图 Ｇ； 然后， 确定了星 Ｓｍ 与圈 Ｃｎ 的笛卡尔乘积图的一

般位置数的递推公式； 最后， 给出了含通用点且其不在最大一般位置集的两个图的笛卡尔乘积的一般

位置数的下界。

１　 预备知识
设图 Ｇ 和 Ｈ 是两个点不交的简单图。 图 Ｇ 和图 Ｈ 的笛卡尔乘积图 Ｇ□Ｈ 是一个简单图， 其中

Ｖ（Ｇ□Ｈ） ＝ Ｖ（Ｇ） × Ｖ（Ｈ） ， 并对 ｇ， ｇ′ ∈ Ｖ（Ｇ） 和 ｈ， ｈ′ ∈ Ｖ（Ｈ） ， （（ｇ，ｈ），（ｇ′，ｈ′）） ∈ Ｅ（Ｇ□Ｈ）⇔
ｇ ＝ ｇ′ 且 ｈｈ′ ∈ Ｅ（Ｈ） ， 或者 ｇｇ′ ∈ Ｅ（Ｇ） 且 ｈ ＝ ｈ′。 给定点 ｈ ∈ Ｖ（Ｈ） ， 由点集 ｛（ｇ，ｈ）：ｇ ∈ Ｖ（Ｇ）｝
导出的子图称为 Ｇ□Ｈ 的一个 Ｇ⁃层， 记作 Ｇｈ。 同理， Ｈ⁃层记作ｇＨ， 其中 ｇ∈Ｖ（Ｇ）。 因此 Ｇ⁃层和 Ｈ⁃层
分别同构于图 Ｇ 和图 Ｈ。 对正整数 ｎ≥５ 和 １≤ｋ≤ｎ － ３， Ｇｋ

ｎ 表示由完全图 Ｋｎ 去掉固定点邻接的 ｋ 条

边得到的图。 给定点 ｖ， 由若干个完全图分别与点 ｖ 做联运算 （完全图中的每个点与点 ｖ 之间加边）
得到的图称为广义完全图［１３］ 。 通常用 Ｃｎ、 Ｓｎ 分别表示 ｎ 个点的圈、 星。

众所周知， 距离在笛卡尔乘积图上具有可加性［２０］ ， 即： 给定笛卡尔乘积图 Ｇ□Ｈ 的两个点 （ ｇ，
ｈ） 和 （ｇ′， ｈ′）， 则

ｄＧ□Ｈ（（ｇ，ｈ），（ｇ′，ｈ′）） ＝ ｄＧ（ｇ，ｇ′） ＋ ｄＨ（ｈ，ｈ′）。 （１）
　 　 给定两点 ｕ，ｖ∈Ｖ（Ｇ）， ＩＧ（ｕ，ｖ）表示 ｕ 和 ｖ 在图 Ｇ 中的区间， 即位于最短 ｕ，ｖ⁃路上的所有点的集

合。 从而， ＩＧ （ ｕ，ｖ） ＝ ｛ ｗ：ｄＧ （ ｕ，ｖ） ＝ ｄＧ （ ｕ，ｗ） ＋ ｄＧ （ ｗ，ｕ）｝。 对于 ｗ ∈ Ｖ（Ｇ） ， 如果 ｗ ∈ ＩＧ（ｕ，ｖ） ，
则称 ｗ 在图 Ｇ中位于 ｕ，ｖ⁃测地线上。 对正整数 ｋ， ［ｋ］ ＝ ｛１，…，ｋ｝ 。 文中未定义的术语和记号参见文

献 ［２１］。
引理 １［６］ 　 若 Ｔ 是一棵树， 则 ｇｐ（Ｔ） ＝ ｌ（Ｔ） 。
引理 ２［６］ 　 设 Ｒ 是笛卡尔乘积图 Ｇ□Ｈ 的一般位置集。 若点 （ｇ，ｈ） ∈ Ｒ ， 则 Ｖ（ ｇＨ） ∩ Ｒ ＝ Ø 或

·４７２·
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Ｖ（Ｇｈ） ∩ Ｒ ＝ Ø 。

引理 ３［１１］ 　 若正整数 ｒ≥２ 且 ｓ≥３， 则 ｇｐ（Ｐｒ□Ｃｓ） ＝
３， ｒ ＝ ２， ｓ ＝ ３，
５， ｒ ≥ ５， ｓ ＝ ７ 或 ｓ ≥ ９，
４， 其他。

{
引理 ４［１３］ 　 若 Ｔ 是一棵阶数至少为 ３ 的树， 则 ｇｐ（Ｔ□Ｋｍ） ＝ ｇｐ（Ｔ） ＋ ｇｐ（Ｋｍ） － １。
引理 ５［１３］ 　 设 Ｃｎ 是 ｎ≥４ 的圈， Ｇ 是阶数至少为 ２ 的任意图。 若 Ｒ 是 Ｃｎ □Ｇ 的一个 ｇｐ⁃集， 则

Ｒ ∩ Ｖ（Ｃｖ
ｎ） ≤ ２ ， 其中 ｖ ∈ Ｖ（Ｇ） 。

引理 ６［１３］ 　 若 Ｇ 和 Ｈ 是两个阶数至少为 ３ 的图， 则 ｇｐ（Ｇ□Ｈ） ≤ ｎ（Ｇ） ＋ ｎ（Ｈ） － ２ ， 等式成立当

且仅当 Ｇ 和 Ｈ 是广义完全图。

２　 主要结果及其证明
文献 ［９］ 给出了任意两个连通图的笛卡尔乘积图的一般下界。 下面考虑树与任意图的笛卡尔乘

积图的一般位置数的下界。
定理 １　 若 Ｔ 是一棵阶数至少为 ３ 的树， Ｇ 是阶数至少为 ２ 的图， 则 ｇｐ（ Ｔ□Ｇ） ≥ ｇｐ（ Ｔ） ＋

ｇｐ（ Ｇ） － １。
证明　 设 Ｌ（Ｔ） 是树 Ｔ 的叶子点集， Ｒ 是图 Ｇ 任意一个 ｇｐ⁃集。 给定点 ｕ∈Ｒ 和树 Ｔ 非叶子点 ｖ，

令 Ｘ ＝ （Ｌ（Ｔ） × ｛ｕ｝） ∪ （｛ｖ｝ × Ｒ′） ， 其中 Ｒ′ ＝ Ｒ ＼ ｛ｕ｝ 。 基于引理 １， 由 Ｘ 的选取， 有 Ｘ ＝
ｇｐ（Ｔ） ＋ ｇｐ（Ｇ） － １ 。 下证 Ｘ 是 Ｔ□Ｇ 的一般位置集。

考虑 Ｘ 的任意三元集 Ｕ ＝ ｛ｘ，ｙ，ｚ｝ ， 其中 ｘ ＝ （ｖ１ ，ｇ１ ）， ｙ ＝ （ｖ２ ，ｇ２ ）， ｚ ＝ （ｖ３ ，ｇ３ ） 。 假设 Ｕ ⊆ Ｌ（Ｔ）
× ｛ｕ｝ ， 知 ｇ１ ＝ ｇ２ ＝ ｇ３ ＝ ｕ 与 ｖ１ ≠ｖ２ ≠ｖ３ 。 利用式 （１） 可得到： ｄＴ□Ｇ（ｘ，ｙ） ＝ ｄＴ（ｖ１ ，ｖ２ ）， ｄＴ□Ｇ（ｘ，ｚ） ＝
ｄＴ（ｖ１ ，ｖ３ ）， ｄＴ□Ｇ（ｙ，ｚ） ＝ ｄＴ（ｖ２ ，ｖ３ ） 。 又 ｛ｖ１，ｖ２，ｖ３｝ ⊆Ｌ（Ｔ） ， 所以有： ｄＴ□Ｇ（ｘ，ｙ） ≠ｄＴ□Ｇ（ｘ，ｚ） ＋ ｄＴ□Ｇ（ｚ，ｙ），
ｄＴ□Ｇ（ｘ，ｚ） ≠ ｄＴ□Ｇ（ｘ，ｙ） ＋ ｄＴ□Ｇ（ｙ，ｚ）， ｄＴ□Ｇ（ｙ，ｚ） ≠ ｄＴ□Ｇ（ｙ，ｘ） ＋ ｄＴ□Ｇ（ｘ，ｚ） ， 从而可得， ｘ、 ｙ 和 ｚ 不位

于 Ｔ□Ｇ 的同一条测地线上。 因此 Ｕ 在 Ｔ□Ｇ 中是非测地的。 同理， 当 Ｕ ⊆ ｛ｖ｝ × Ｒ′ 时， Ｕ 在 Ｔ□Ｇ 中

也是非测地的。 下面不妨设 ｘ ∈ Ｌ（Ｔ） × ｛ｕ｝ 且 ｛ｙ，ｚ｝ ⊆ ｛ｖ｝ × Ｒ′ ， 则有 ｇ１ ＝ ｕ 且 ｖ２ ＝ ｖ３ ＝ ｖ。 基于式

（１）， 有： ｄＴ□Ｇ（ｘ，ｙ） ＝ ｄＴ（ｖ１ ，ｖ） ＋ ｄＧ（ｕ，ｇ２ ）， ｄＴ□Ｇ（ｘ，ｚ） ＝ ｄＴ（ｖ１ ，ｖ） ＋ ｄＧ（ｕ，ｇ３ ）， ｄＴ□Ｇ（ｙ，ｚ） ＝ ｄＧ（ｇ２ ，
ｇ３ ） 。 由此推出， ｘ、 ｙ 和 ｚ 在 Ｔ□Ｇ 中不可能位于同一条测地线上， 即 Ｕ 是 Ｘ 的非测地集。 类似地，
当 ｛ｘ，ｙ｝ ⊆ Ｌ（Ｔ） × ｛ｕ｝ 和 ｚ ∈ ｛ｖ｝ × Ｒ′ 时， Ｕ 也是 Ｘ 的非测地集。 因此 Ｘ 是 Ｔ□Ｇ 的一个一般位置

集， 故 ｇｐ（Ｔ□Ｇ） ≥ ｇｐ（Ｔ） ＋ ｇｐ（Ｇ） － １ 。
由引理 ４ 知， 当 Ｇ≅Ｋｎ 时， 定理 １ 的下界是可达的。 下面给出另一个达到下界的更一般的例子。
命题 １　 若 Ｓｍ 是 ｍ≥３ 的星， Ｇｋ

ｎ 是前面定义的图， 且 ｎ≥５， 则 ｇｐ（Ｓｍ□Ｇｋ
ｎ） ＝ ｍ ＋ ｎ － ３ 。

证明　 由定理 １ 知， ｇｐ（Ｓｍ□Ｇｋ
ｎ） ≥ ｍ ＋ ｎ － ３ 。 若 ｇｐ（Ｓｍ□Ｇｋ

ｎ） ≥ ｍ ＋ ｎ － ２ ， 那么根据引理 ６ 有，
ｇｐ（Ｓｍ□Ｇｋ

ｎ） ＝ ｍ ＋ ｎ － ２ 。 但等号成立要求 Ｇｋ
ｎ 是广义完全图， 这与 Ｇｋ

ｎ 的结构矛盾。 从而证得

ｇｐ（Ｓｍ□Ｇｋ
ｎ） ＝ ｍ ＋ ｎ － ３ 。

引理 ４ 推出 ｇｐ（Ｔ□Ｃ３ ） ＝ ｇｐ（Ｔ） ＋ ２ ， 下面继续研究树 Ｔ 与圈 Ｃｎ （ｎ≥４） 的笛卡尔乘积图的一

般位置集。
引理 ７　 设 Ｖ（Ｃｎ） ＝ ｛ｕ１ ，…，ｕｎ｝ 表示圈 Ｃｎ 的点集， Ｌ（Ｔ） ＝ ｛ｖ１ ，…，ｖｌ｝表示树 Ｔ 的叶子点集， 其

中 ｎ≥４， ｌ≥３。 令 ｄ ＝ ［ｎ ／ ２］ ， 则 ｄ≥２， 有： １） 若 ｌ≤ｄ， 则 ｛（ｕｉ，ｖｉ），（ｕｉ ＋ｄ，ｖｉ）：ｉ ∈ ［ ｌ］｝ 是 Ｃｎ □Ｔ
的一般位置集； ２） 若 ｌ≥ｄ ＋ １， 则 ｛（ｕｉ，ｖｉ），（ｕｉ ＋ｄ，ｖｉ）：ｉ ∈ ［ｄ － １］｝ ∪ ｛（ｕｎ，ｖｉ）：ｉ ∈ ［ ｌ］ ＼ ［ｄ － １］｝ ∪
｛（ｕｄ，ｖｄ）｝ 是 Ｃｎ□Ｔ 的一般位置集。

证明　 １） 假设 ｌ≤ｄ。 设 Ｘ１ ＝ ｛（ｕｉ，ｖｉ）：ｉ ∈ ［ ｌ］｝ 和 Ｘ２ ＝ ｛（ｕｉ ＋ｄ，ｖｉ）：ｉ ∈ ［ ｌ］｝ 。 令 Ｘ ＝ Ｘ１ ∪Ｘ２ ，
则 Ｘ ＝ ２ｌ≥６。 考虑 Ｘ 的任意三元子集 Ｕ ＝ ｛ｘ，ｙ，ｚ｝ ， 其中， ｘ ＝ （ｕｓ，ｖｓ） ， ｙ ＝ （ｕｔ，ｖｔ） 和 ｚ ＝ （ｕｋ，ｖｋ） 。

·５７２·
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基于式 （ １ ） 知， ｄＴ□Ｃｎ
（ｘ，ｙ） ＝ ｄＣｎ

（ｕｓ，ｕｔ） ＋ ｄＴ（ｖｓ，ｖｔ）， ｄＴ□Ｃｎ
（ｘ，ｚ） ＝ ｄＣｎ

（ｕｓ，ｕｋ） ＋ ｄＴ（ｖｓ，ｖｋ），
ｄＴ□Ｃｎ

（ｙ，ｚ） ＝ ｄＣｎ
（ｕｔ，ｕｋ） ＋ ｄＴ（ｖｔ，ｖｋ） 。 因为 ｛ｖｓ，ｖｔ，ｖｋ｝ ⊆ Ｌ（Ｔ） ， 所以 ｄＴ（ｖｓ，ｖｋ） ≠ ｄＴ（ｖｓ，ｖｋ） ＋ ｄＴ（ｖｔ，

ｖｋ） 。 假设 Ｕ ⊆ Ｘ１ ， 则意味着 ｕｓ、 ｕｔ 和 ｕｋ 位于圈 Ｃｎ 的同一条路 Ｐ 上， 其中 Ｖ（Ｐ） ≤ ｄ 。 不妨假设

ｕｔ 在 Ｐ 上位于 ｕｓ 和 ｕｋ 之间， 即 ｄＣｎ
（ｕｓ，ｕｋ） ＝ ｄＣｎ

（ｕｓ，ｕｔ） ＋ ｄＣｎ
（ｕｔ，ｕｋ） 。 因此 ｄＴ□Ｃｎ

（ｘ，ｚ） ≠ ｄＴ□Ｃｎ
（ｘ，

ｙ） ＋ ｄＴ□Ｃｎ
（ｙ，ｚ） ， 从而知 ｙ 不位于 Ｔ□Ｃｎ 的 ｘ，ｚ⁃测地线上。 同理， 可得 ｘ 和 ｚ 分别不位于 Ｔ□Ｃｎ 的

ｙ，ｚ⁃测地线、 ｘ，ｙ⁃测地线上。 故 ｘ、 ｙ 和 ｚ 在 Ｔ□Ｃｎ 中不位于同一条测地线上。 类似地， 当 Ｕ ⊆ Ｘ２ 时，
同样证得 ｘ、 ｙ、 ｚ 不位于 Ｔ□Ｃｎ 的同一条测地线上。 不妨假设 ｘ∈Ｘ１ 且 ｛ｙ，ｚ｝ ⊆ Ｘ２ ， 从而得 ｕｓ 不位

于圈 Ｃｎ 的 ｕｔ，ｕｋ ⁃测地线上， 因此 ｘ 不位于 Ｔ□Ｃｎ 的 ｙ，ｚ⁃测地线上。 根据式 （１） 得， ｄＣｎ
（ｕｓ，ｕｋ） ≠

ｄＣｎ
（ｕｓ，ｕｔ） ＋ ｄＣｎ

（ｕｔ，ｕｋ） 以及 ｄＣｎ
（ｕｓ，ｕｔ） ≠ ｄＣｎ

（ｕｓ，ｕｋ） ＋ ｄＣｎ
（ｕｋ，ｕｔ） 。 故 ｄＴ□Ｃｎ

（ｘ，ｚ） ≠ ｄＴ□Ｃｎ
（ｘ，ｙ） ＋

ｄＴ□Ｃｎ
（ｙ，ｚ） 和 ｄＴ□Ｃｎ

（ｘ，ｙ） ≠ ｄＴ□Ｃｎ
（ｘ，ｚ） ＋ ｄＴ□Ｃｎ

（ ｚ，ｙ） ， 由此知 ｙ 和 ｚ 分别不位于 Ｔ□Ｃｎ 的 ｘ，ｚ⁃ 测地线、
ｘ，ｙ⁃ 测地线上。 因此， ｘ、 ｙ、 ｚ 不位于 Ｔ□Ｃｎ 的同一条测地线上。 类似地， 当 ｛ｘ，ｙ｝ ⊆ Ｘ１ 且 ｚ ∈ Ｘ２

时， ｘ、 ｙ、 ｚ 也不位于 Ｔ□Ｃｎ 的同一条测地线上。 综上所述， Ｘ 是 Ｔ□Ｃｎ 的一个一般位置集。
２） 假设 ｌ≥ｄ ＋ １。 设 Ｙ１ ＝ ｛（ｕｉ，ｖｉ）：ｉ ∈ ［ｄ］｝ ， Ｙ２ ＝ ｛（ｕｉ ＋ｄ，ｖｉ）：ｉ ∈ ［ｄ － １］｝ 以及 Ｙ３ ＝ ｛（ｕｎ，ｖｉ）：

ｉ ∈ ［ ｌ］ ＼ ［ｄ － １］｝ 。 令 Ｙ ＝ Ｙ１ ∪ Ｙ２ ∪ Ｙ３ ∪ ｛（ｕｄ，ｖｄ）｝ 。 考虑 Ｙ 的任意三元子集 Ｕ ＝ ｛ｘ，ｙ，ｚ｝ 。 假

设 ｘ ＝ （ｕｓ，ｖｓ） ∈ Ｙ１ ， ｙ ＝ （ｕｔ ＋ｄ，ｖｔ） ∈ Ｙ２ ， ｚ ＝ （ｕｎ，ｖｋ） ∈ Ｙ３ ， 其中 ｔ ∈ ［ｄ － １］ 。 基于式 （１） 有，
ｄＴ□Ｃｎ

（ｘ，ｙ） ＝ ｄＣｎ
（ｕｓ，ｕｔ） ＋ ｄＴ（ｖｓ，ｖｋ）， ｄＴ□Ｃｎ

（ｘ，ｚ） ＝ ｄＣｎ
（ｕｓ，ｕｎ） ＋ ｄＴ（ｖｓ，ｖｋ）， ｄＴ□Ｃｎ

（ｙ，ｚ） ＝ ｄＣｎ
（ｕｔ，ｕｋ） ＋

ｄＴ（ｖｎ，ｖｋ） 。 如果 ｓ ＝ ｔ， 那么有 ｄＣｎ
（ｕｓ，ｕｓ ＋ｄ） ＝ ｄ ， ｄＣｎ

（ｕｓ，ｕｎ） ＝ ｄＣｎ
（ｕｓ，ｕ１ ） ＋ ｄＣｎ

（ｕ１ ，ｕｎ） ＝ ｓ， ｄＣｎ
（ｕｓ ＋ｄ，

ｕｎ） ＝ ｎ － ｓ － ｄ － １ 。 又 ｓ ＝ ｔ 且 ｛ｖｓ，ｖｋ｝ ⊆ Ｌ（Ｔ） ， 所以 ｄＴ（ｖｓ，ｖｋ） ≠ ｄＴ（ｖｓ，ｖｋ） ＋ ｄＴ（ｖｔ，ｖｋ） 。 因此

ｄＴ□Ｃｎ
（ｘ，ｙ） ＝ ｄ， ｄＴ□Ｃｎ

（ｘ，ｚ） ＝ ｓ ＋ ｄＴ（ｖｓ，ｖｋ）， ｄＴ□Ｃｎ
（ｙ，ｚ） ＝ ｎ － ｓ － ｄ － １ ＋ ｄＴ（ｖｓ，ｖｋ） ， 由上可得 ｄＴ□Ｃｎ

（ｘ，
ｚ） ≠ ｄＴ□Ｃｎ

（ｘ，ｙ） ＋ ｄＴ□Ｃｎ
（ｙ，ｚ）， ｄＴ□Ｃｎ

（ｙ，ｚ） ≠ ｄＴ□Ｃｎ
（ｙ，ｘ） ＋ ｄＴ□Ｃｎ

（ｘ，ｚ） 。 从而推出 ｙ 与 ｘ 分别不位于 Ｔ
□Ｃｎ 的 ｘ，ｚ⁃测地线和 ｙ，ｚ⁃测地线上。 剩下的证明类似于 １） 的证明， 这里省略。 故 Ｙ 是 Ｔ□Ｃｎ 的一个

一般位置集。
下面考虑星 Ｓｍ 与圈 Ｃｎ 的笛卡尔乘积图的一般位置数问题。
定理 ２　 若 Ｃｎ 是阶数 ｎ≥４ 的圈， Ｓｍ 是阶数 ｍ≥３ 的星， 则

ｇｐ（Ｃｎ□Ｓｍ） ＝ ２（ｍ － １）， ｍ ≤ ［ｎ ／ ２］ ＋ １，
ｍ ＋ ｎ ／ ２ － １， ｍ ＞ ［ｎ ／ ２］ ＋ １。{

　 　 证明　 设 Ｒ 是 Ｃｎ□Ｓｍ 的任意 ｇｐ⁃集， ｄ ＝ ［ｎ ／ ２］ 。 经简单计算， 有 ｇｐ（Ｃ３ □Ｓ３ ） ＝ ４ 。 当 ｎ ＝ ３ 且

ｍ≥４ 时， 由引理 ４ 推出 ｇｐ（Ｃ３ □Ｓｍ） ＝ ｍ ＋ １ 。 若 ｍ ＝ ３， 则由引理 ３， 有 ｇｐ（Ｃ３ □Ｓ３ ） ＝ ４ 。 所以在下

面证明中， 设 ｄ≥２ 且 ｍ≥４。
情形 １　 ｍ≤ｄ ＋ １。
在本情形下， 由引理 ７ 的 １） 推出 ｇｐ（Ｃｎ□Ｓｍ） ≥ ２（ｍ － １） 。 要证等式成立， 需证 ｇｐ（Ｃｎ□Ｓｍ） ≤

２（ｍ － １） 。 假 设 Ｒ ≥ ２ｍ － １， 对 任 意 点 ｕ ∈ Ｖ（Ｃｎ） ， 断 言 Ｖ（ ｕＳｍ） ∩ Ｒ ≤ １ 。 若 存 在

Ｖ（ ｕ′Ｓｍ） ∩ Ｒ ≥ ２ 且 ｘ ＝ （ｕ′，ｖ） ， ｙ ＝ （ｕ′，ｖ′） ∈ Ｖ（ ｕ′Ｓｍ） ∩ Ｒ ， 那么由引理 ２ 可得 Ｖ（Ｃｖ
ｎ） ∩ Ｒ ＝ ０

和 Ｖ（Ｃｖ′
ｎ ） ∩ Ｒ ＝ ０ ， 其中 ｕ′ ∈ Ｖ（Ｃｎ） 且 ｛ｖ，ｖ′｝ ⊆ Ｖ（Ｓｍ） 。 又 ｎ≥４， 则基于引理 ５， 有 Ｒ ≤

２（ｍ － ２） ＋ ２ ＝ ２（ｍ － １） ， 与假设矛盾， 故断言成立。
根据假设和引理 ５， 可得到 Ｖ（Ｃｖ∗

ｎ ） ∩ Ｒ ≥ １ ， 其中 ｖ∗ 是星 Ｓｍ 的通用点。 令 ａ ＝ （ｕｉ，ｖ∗） ∈

Ｖ（Ｃｖ∗
ｎ ） ∩ Ｒ， ｂ ＝ （ｕ ｊ，ｖ′） ∈ Ｒ ， 使得 ｕ ｊ 在圈 Ｃｎ 上距离 ｕｉ 最近， 其中 ｉ≠ｊ。 不妨假设 １≤ｊ ＜ ｉ≤ｄ， 显

然有 ∑
ｉ

ｔ ＝ ｊ
Ｖ（ ｕｔＳｍ） ∩ Ｒ ＝ ２ 。 下证 ∑

ｄ＋ｊ－ｉ

ｔ ＝ １
Ｖ（ ｕｉ ＋ｔＳｍ） ∩ Ｒ ≤ １ 。 假设 ∑

ｄ－ｉ

ｔ ＝ １
Ｖ（ ｕｉ＋ｔＳｍ） ∩ Ｒ ≥ ２ 且令 ａ１ ＝

（ｕ ｊ ＋ｓ，ｖ′）， ｂ１ ＝ （ｕ ｊ ＋ｓ′，ｖ′′） ∈∪ｄ－ｉ
ｔ ＝ １ Ｖ（ ｕｉ＋ｔＳｍ） ∩ Ｒ ， 其中， ｓ， ｓ′ ∈ ［ｄ ＋ ｊ － ｉ］ 。 如果 ｖ′ ＝ ｖ′′ ， 则 ｖ′∉

｛ｖ∗，ｖ｝且 ｄＣｎ□Ｓｍ
（ａ１ ，ｂ２ ） ＝ ｜ ｓ － ｓ′ ｜ 。 因为 ｕｉ、 ｕ ｊ ＋ ｓ′和 ｕ ｊ ＋ ｓ位于最短 ｕ ｊ，ｕ ｊ ＋ｄ⁃ 路， 为计算方便， 令 ｓ ＜ ｓ′，

·６７２·
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所以由式 （１） 得 ｄＣｎ□Ｓｍ
（ａ，ｂ２ ） ＝ ｄＣｎ

（ｕｉ，ｕ ｊ ＋ｓ′） ＋ １ ＝ ｄＣｎ
（ｕｉ，ｕ ｊ ＋ｓ） ＋ ｄＣｎ

（ｕ ｊ ＋ｓ，ｕ ｊ ＋ｓ′） ＋ １ 。 从而知 ａ１ 位

于 Ｃｎ□Ｓｍ 的 ａ，ｂ１ ⁃测地线上， 这与 ｛ａ，ａ１ ，ｂ１ ｝ ⊆ Ｒ 矛盾。 类似地， 当 ｖ′ ＝ ｖ∗或 ｖ′′ ＝ ｖ∗时， 可得到类似

的矛盾， 此处证明省略。 如果 ｖ′ ＝ ｖ 且 ｖ′′≠ ｖ∗， 则 ｕｉ 位于最短 ｕ ｊ，ｕ ｊ ＋ ｓ′⁃路上， 即 ｄＣｎ
（ｕｉ，ｕ ｊ ＋ｓ′） ＝

ｄＣｎ
（ｕｉ，ｕ ｊ） ＋ ｄＣｎ

（ｕ ｊ，ｕ ｊ ＋ｓ′） 。 基于式 （１）， 有 ｄＣｎ□Ｓｍ
（ｂ，ｂ１ ） ＝ ｄＣｎ

（ｕｊ，ｕｊ ＋ｓ′） ＋ ２ ＝ ｄＣｎ□Ｓｍ
（ｂ，ａ） ＋ ｄＣｎ□Ｓｍ

（ａ，

ｂ１ ） ， 因此 ａ 位于 Ｃｎ□Ｓｍ 的 ｂ，ｂ１ ⁃测地线上， 再次与 ｛ａ，ｂ，ｂ１ ｝ ⊆ Ｒ 矛盾。 故 ∑
ｄ＋ｊ－ｉ

ｔ ＝ １
Ｖ（ ｕｉ ＋ｔＳｍ） ∩ Ｒ ≤ １ 。

令 Ｘ ＝ ［ ｊ － １］ ∪ （［ｎ］ ＼ ［ ｊ ＋ ｄ］） ， 下证 ∪ｘ∈Ｘ（Ｖ（ ｕｘＳｍ） ∩ Ｒ） ≤ ｍ － １ 。 注意 ｍ≥４ 且 Ｒ ≥
２ｍ － １ ≥ ｍ ＋ ３ 。 如果 ∪ｘ∈Ｘ（Ｖ（ ｕｘＳｍ） ∩ Ｒ） ≥ ｍ ， 则存在 ｖｙ ∉ ｛ｖ∗，ｖ｝ ， 使得 Ｖ（Ｃｖｙ

ｎ ） ∩ Ｒ ＝ ２ ，
其中 ｖｙ ∈ Ｖ（Ｓｍ） 。 不妨假设 ａ２ ＝ （ｕｘ，ｖｙ） 以及 ｂ２ ＝ （ｕｘ′，ｖｙ） ， 其中 ｘ ＜ ｘ′。 由假设可知， ｘ， ｘ′ ∉ ［ ｊ ＋
ｄ］ ＼ ［ ｊ － １］ 且 ｕｘ 位于最短 ｕ ｊ，ｕ′ｘ⁃路。 利用上述类似的方法， 基于等式 （１）， 有 ｄＣｎ□Ｓｍ

（ｂ，ｂ２ ） ＝
ｄＣｎ□Ｓｍ

（ｂ，ａ２ ） ＋ ｄＣｎ□Ｓｍ
（ａ２ ，ｂ） ， 即 ａ２ 位于 Ｃｎ□Ｓｍ 的 ｂ，ｂ２ ⁃测地线上， 这与 ｛ａ，ｂ，ｂ２ ｝ 是 Ｃｎ□Ｓｍ 的一般

位置集矛盾。 因此 ∪ｘ∈Ｘ（Ｖ（ ｕｘＳｍ） ∩ Ｒ） ≤ ｍ － １ 。

综上， Ｒ ＝ ∑
ｉ

ｔ ＝ ｊ
Ｖ（ ｕｔＳｍ） ∩ Ｒ ＋ ∑

ｄ＋ｊ－ｉ

ｔ ＝ １
Ｖ（ ｕｉ＋ｔＳｍ） ∩ Ｒ ＋ ∪

ｘ∈Ｘ
（Ｖ（ ｕｘＳｍ） ∩ Ｒ） ≤ ｍ ＋ １ ＜ ２ｍ － １ 。

从而证得 Ｒ ＝ ２（ｍ － １） 。
情形 ２　 ｍ ＞ ｄ ＋ １。
在本情形下， 由引理 ７ 的 ２） 推出 ｇｐ（Ｃｎ□Ｓｍ） ≥ ｍ ＋ ｄ － １ 。 如果 ｇｐ（Ｃｎ□Ｓｍ） ≥ ｍ ＋ ｄ ， 基于引

理 ５， 有 Ｖ（Ｃｖ∗
ｎ ） ∩ Ｒ ≤１ ， 其中 ｖ∗是星 Ｓｍ 的通用点。 令 ｒ ＝ （ｕｊ，ｖ∗） ∈ Ｖ（Ｃｖ∗

ｎ ） ∩ Ｒ ， ｂ ＝ （ｕｉ，ｖ） ∈
Ｒ ， 使得 ｕｉ 在圈 Ｃｎ 上距离 ｕ ｊ 最近， 其中 ｉ ＜ ｊ。 不妨假设 １ ≤ ｉ ＜ ｊ ≤ ｄ。 类似情形 １ 的证明， 有

∑
ｊ

ｔ ＝ ｉ
Ｖ（ ｕｔＳｍ） ∩ Ｒ ＝ ２ ， ∑

ｄ＋ｊ－ｉ

ｔ ＝ １
Ｖ（ ｕｊ ＋ｔＳｍ） ∩ Ｒ ≤ １ 。 设 Ｙ ＝ ［ ｉ － １］ ∪ （［ｎ］ ＼ ［ ｉ ＋ ｄ］） ， 注意 ｄ ＜ ｍ －

１。 类似情形 １ 的证明， 有 ∪ｘ∈Ｙ（Ｖ（ ｕｘＳｍ） ∩ Ｒ） ≤ ｄ － １ 。 因此， Ｒ ＝ ∑
ｊ

ｔ ＝ ｉ
Ｖ（ ｕｔＳｍ） ∩ Ｒ ＋

∑
ｄ＋ｉ －ｊ

ｔ ＝ １
Ｖ（ ｕｊ ＋ｔＳｍ） ∩ Ｒ ＋ ∪

ｘ∈Ｙ
（Ｖ（ ｕｘＳｍ） ∩ Ｒ） ≤ ｄ ＋ ２ ＜ ｍ ＋ ２ ， 与假设矛盾， 从而证得 ｇｐ（Ｃｎ□Ｓｍ） ＝

ｍ ＋ ｄ － １ 。
上述考虑的笛卡尔乘积图中至少一个图含通用点且通用点不在 ｇｐ⁃集中， 下面考虑两图的通用点

均不包含在 ｇｐ⁃集中的情形。
命题 ２　 设 Ｇ、 Ｈ 分别是含通用点 ｇ 和 ｈ 的图， 且 ＲＧ、 ＲＨ 是图 Ｇ 和 Ｈ 的 ｇｐ⁃集。 若 ｇ∉ＲＧ 且 ｈ∉

ＲＨ， 则 （ＲＧ × ｛ｈ｝） ∪ （｛ｇ｝ × ＲＨ） 是 Ｇ□Ｈ 的一般位置集。
证明　 令 Ｒ ＝ （ＲＧ × ｛ｈ｝） ∪ （｛ｇ｝ × ＲＨ） 。 下证 Ｒ 是 Ｇ□Ｈ 的一般位置集。 考虑 Ｒ 的任意三元子

集 Ｕ ＝ ｛ｘ，ｙ，ｚ｝ ， 假设 Ｕ ⊆ ＲＧ × ｛ｈ｝ 。 根据假设可推出 ｘ、 ｙ、 ｚ 位于 Ｇ□Ｈ 的 Ｇｈ⁃层上。 因为 ＲＧ ×
｛ｈ｝ 是 Ｇｈ⁃层的一个一般位置集， 所以 ｘ、 ｙ、 ｚ 在 Ｇ□Ｈ 的 Ｇｈ⁃层上不可能位于同一条测地线上。 因此

三元子集 Ｕ 在 Ｇ□Ｈ 上是非测地的。 同理， 当 Ｕ ⊆ ｛ｇ｝ × ＲＧ 时， 三元子集 Ｕ 在 Ｇ□Ｈ 中是非测地的。
故下面不妨假设 ｘ ∈ ＲＧ × ｛ｈ｝ 且 ｛ｙ，ｚ｝ ⊆ ｛ｇ｝ × ＲＨ ， 其中 ｘ ＝ （ｇ′，ｈ） ， ｙ ＝ （ｇ，ｈ１ ） ， ｚ ＝ （ｇ，ｈ２ ） 。
因为 ｙ、 ｚ 位于ｇＨ⁃层上， 所以 ｄＧ□Ｈ（ｙ，ｚ） ∈ ｛１，２｝ 。 利用式 （１）， 从而有 ｄＧ□Ｈ（ｘ，ｙ） ＝ ｄＧ（ｇ′，ｇ） ＋
ｄＨ（ｈ，ｈ１ ） 和 ｄＧ□Ｈ（ｘ，ｚ） ＝ ｄＧ（ｇ′，ｇ） ＋ ｄＨ（ｈ，ｈ２ ） 。 又因为 ｇ 和 ｈ 分别是 Ｇ 和 Ｈ 的通用点且 ｇ∉ＲＧ， ｈ∉
ＲＧ， 所以 ｄＧ（ｇ，ｇ′） ＝ １ ， ｄＨ（ｈ，ｈ１ ） ＝ ｄＨ（ｈ，ｈ２ ） ＝ １ 。 由此可推出 ｄＧ□Ｈ（ｘ，ｙ） ＝ ｄＧ□Ｈ（ｘ，ｚ） ＝ ２ 。 因

此 ｘ、 ｙ 和 ｚ 不可能位于 Ｇ□Ｈ 的同一条测地线上， 即三元子集 Ｕ 在 Ｇ□Ｈ 上是非测地的。 类似地， 当

｛ｘ，ｙ｝ ⊆ ＲＧ × ｛ｈ｝ 且 ｚ ∈ ｛ｇ｝ × ＲＨ 时， 三元子集 Ｕ 是 Ｒ 的非测地集。 根据定义， Ｒ 是 Ｇ□Ｈ 的一般位

置集。
由命题 ２， 容易得到推论 １。

·７７２·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

推论 １　 若 Ｇ、 Ｈ 均是阶数至少为 ５ 含有通用点的图， 且通用点均不在其 ｇｐ⁃集中， 则 ｇｐ（Ｇ□Ｈ） ≥
ｇｐ（Ｇ） ＋ ｇｐ（Ｈ） 。
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