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具有阶段结构的随机捕食⁃食饵模型
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［摘要］ 建立一个带有 Ｂｅｄｄｉｎｇｔｏｎ⁃ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ 型功能反应与阶段结构的随机捕食⁃食饵模型。 通过构造

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数， 证明该系统全局正解的存在唯一性， 得到正解全局渐近稳定的充分条件。 最后给出数值模

拟来说明噪声强度对种群系统的影响。
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０　 引言
１９２８ 年， 文献［１］提出经典的 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 模型， 之后种群模型开始受到越来越多的研究者的

关注。 在生态系统中， 种群之间的关系大致可以分为捕食、 互惠以及竞争， 捕食是其中重要的一种关

系。 捕食者和食饵之间的动力学关系所反映出的现实意义与人类的生活息息相关， 例如病虫害的防

治、 濒危物种拯救等， 因此， 捕食⁃食饵模型逐渐成为生物数学中重要的研究课题。 近年来， 学者依

据现实意义提出许多适用于不同情形的功能反应函数， 并应用于捕食⁃食饵模型中， 其中 Ｂｅｄｄｉｎｇｔｏｎ⁃
ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ 型功能反应是由 Ｂｅｄｄｉｎｇｔｏｎ 和 ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ 在 １９７５ 年提出的， 它是依据比率依赖型功能以及

Ｈｏｌｌｉｎｇ ＩＩ 功能反应得到， 可以解释大范围内的生态系统的行为［２］ 。 具有 Ｂｅｄｄｉｎｇｔｏｎ⁃ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ 型功能

反应的经典捕食⁃食饵模型［３ － ４］为：
ｘ̇（ ｔ） ＝ ｘ［ｂ１ － ａ１１ ｘ － ａ１２ ｙ ／ （１ ＋ ｍｘ ＋ ｎｙ）］，
ｙ̇（ ｔ） ＝ ｙ［ － ｂ２ ＋ ａ２１ ｙ ／ （１ ＋ ｍｘ ＋ ｎｙ） － ａ２２ ｙ］。{ （１）
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其中： ｘ（ ｔ）、ｙ（ ｔ） 分别代表 ｔ 时刻食饵和捕食者的密度；ｂｉ、ａｉｊ、ｍ、ｎ（ ｉ，ｊ ＝ １，２） 均为正常数。
在种群中， 由于同一物种的不同阶段在行为和能力上具有不同的表现， 因此， 通常将一个物种分

成幼年与成年两类［５］ 。 对于捕食者来说， 幼年捕食者的身体发育尚不成熟， 通常没有独自外出捕食

的能力， 主要依赖它们的父母外出捕食食饵喂养它们； 对于食饵来说， 幼年食饵大部分时间都待在巢

穴之中依赖父母的喂养， 因此遇到天敌的概率相对较小， 并且有些捕食者并不喜欢捕食幼年食饵。 因

此， 本文提出具有阶段结构并且捕食者只捕食成年食饵的模型为：
ｄｘ１ （ ｔ） ／ ｄｔ ＝ γｘ２ － ａ１ ｘ２

１ － ｂ１ ｘ１ － ｄ１ ｘ１ ，

ｄｘ２ （ ｔ） ／ ｄｔ ＝ ｂ１ ｘ１ － ｑｘ２ ｙ２ ／ （１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ） － ｄ２ ｘ２ － ａ２ ｘ２
２ ，

ｄｙ１ （ ｔ） ／ ｄｔ ＝ αｙ２ － ｄ３ ｙ１ － ａ３ ｙ２
１ － ｂ２ ｙ１ ，

ｄｙ２ （ ｔ） ／ ｄｔ ＝ ｂ２ ｙ１ － ｄ４ ｙ２ － ａ４ ｙ２
２ ＋ ｐｘ２ ｙ２ ／ （１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ）。
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其中： ｘ１ （ ｔ）、ｘ２ （ ｔ） 分别表示幼年和成年食饵在 ｔ 时刻的密度； ｙ１ （ ｔ）、ｙ２ （ ｔ） 表示幼年和成年捕食者在 ｔ
时刻的密度； α、 γ 分别代表食饵和捕食者出生率； ａｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 代表各自的种群内部竞争率； ｂｉ

（ ｉ ＝ １，２） 表示两个物种幼年向成年的转化率； ｄｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 表示种群的死亡率； ｑ 表示食饵被捕

获率； ｐ ／ ｑ 是营养物质转化为捕食者繁殖速率的比率。
在自然环境中， 种群系统会受到各种随机因素的干扰， 如长时间的干旱或暴雨， 突如其来的人类

狩猎等［６ － ８］ 。 随机因素的干扰以各种形式、 各种强度存在， 这些影响是不可忽视的， 它们可能对系统

产生巨大的影响， 甚至可能导致系统的崩溃。 因此， 在系统中考虑环境噪声的影响是非常有必要的。
假定 （ｘ∗

１ ，ｘ∗
２ ，ｙ∗

１ ，ｙ∗
２ ） 是系统 （２） 的正平衡点， 把环境噪声考虑在内， 可以对食饵和捕食者的死

亡率加随机， 分别表示为 ｄ１ ＋ σ１ （ｘ１ － ｘ∗
１ ）Ｂ·１ （ ｔ）、ｄ２ ＋ σ２ （ｘ２ － ｘ∗

２ ）Ｂ·２ （ ｔ）、ｄ３ ＋ σ３ （ｙ１ － ｙ∗
１ ）Ｂ·３ （ ｔ）、ｄ４ ＋

σ４ （ｙ２ － ｙ∗
２ ）Ｂ·４ （ ｔ）， 其中： σ２

ｉ （ ｉ ＝ １，２，３，４） 为环境噪声的强度； Ｂ ｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２，３，４） 是定义在完备概

率空间 （Ω，Ｆ，Ｐ） 的标准布朗运动， 并且滤子满足一般性条件， 则相应的随机模型记为：
ｄｘ１ （ ｔ） ＝ （γｘ２ － ａ１ ｘ２

１ － ｂ１ ｘ１ － ｄ１ ｘ１ ）ｄｔ ＋ σ１ ｘ１ （ｘ１ － ｘ∗
１ ）ｄＢ１ （ ｔ），

ｄｘ２ （ ｔ） ＝ （ｂ１ ｘ１ － ｑｘ２ ｙ２ ／ （１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ） － ｄ２ ｘ２ － ａ２ ｘ２
２ ）ｄｔ ＋ σ２ ｘ２ （ｘ２ － ｘ∗

２ ）ｄＢ２ （ ｔ），

ｄｙ１ （ ｔ） ＝ （αｙ２ － ｄ３ ｙ１ － ａ３ ｙ２
１ － ｂ２ ｙ１ ）ｄｔ ＋ σ３ ｙ１ （ｙ１ － ｙ∗

１ ）ｄＢ３ （ ｔ），

ｄｙ２ （ ｔ） ＝ （ｂ２ ｙ１ － ｄ４ ｙ２ － ａ４ ｙ２
２ ＋ ｐｘ２ ｙ２ ／ （１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ））ｄｔ ＋ σ４ ｙ２ （ｙ２ － ｙ∗

２ ）ｄＢ４ （ ｔ）。
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其中初始值为 （ｘ１ （０），ｘ２ （０），ｙ１ （０），ｙ２ （０）） ∈ Ｒ４
＋ 。

１　 全局正解的存在性
定理 １　 对于任意初始值 （ｘ１ （０），ｘ２ （０），ｙ１ （０），ｙ２ （０）） ∈ Ｒ４

＋ ， 系统（３）均依概率 １ 具有唯一的

全局正解。
证明　 可以看出系统的系数是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的， 所以对于任意给定正初始值 （ｘ１ （０），ｘ２ （０），

ｙ１ （０），ｙ２ （０）），在 ｔ ∈ ［０，τｅ） 存在唯一一个局部的最大解（ｘ１ （ ｔ），ｘ２ （ ｔ），ｙ１ （ ｔ），ｙ２ （ ｔ））， 其中 τｅ 是爆破

时间。 为了证明这个解是全局的， 需要证明 τｅ ＝ ∞ 。 定义如下停时：
τｋ ＝ ｉｎｆ ｛ ｔ∈（０，∞ ），ｘｉ（ ｔ） ＝ １ ／ ｋ 或 ｘｉ（ ｔ） ＝ ｋ，或 ｙｉ（ ｔ） ＝ １ ／ ｋ 或 ｙｉ（ ｔ） ＝ ｋ，ｉ ＝ １，２｝。 （４）

　 　 令 ｉｎｆ Ø ＝ ∞ ， 显然 τｋ 在 ｋ→∞ 时递增。 记 τ∞ ＝ ｌｉｍ
ｋ→∞

τｋ， 显然 τ∞ ≤τｅ， 如果可以证明 τ∞ ＝ ∞ ， 那

么 τｅ ＝ ∞ ， 且对任意 ｔ ≥ ０ ， （ｘ１ （ ｔ），ｘ２ （ ｔ），ｙ１ （ ｔ），ｙ２ （ ｔ）） ∈ Ｒ４
＋ 。

下面采用反证法来证明 τ∞ ＝ ∞ 。 若该结论不成立， 则存在常数 Ｔ ＞ ０ 及 ε ∈ （０，１） ， 使得 Ｐ｛τ∞ ≤
Ｔ｝＞ε 。 因此存在正整数 ｋ１ ≥ｋ０ ， 使得：

Ｐ｛τｋ ≤ Ｔ｝ ≥ ε， ｋ ≥ ｋ１ 。 （５）
对于 ｕ ＞ ０， 显然有 ｕ － １ － ｌｎ ｕ≥０， 定义 Ｃ４ ⁃函数 Ｖ：Ｒ４

＋ → Ｒ ＋ 为：

·８６２·
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Ｖ（ｘ１ ，ｘ２ ，ｙ１ ，ｙ２ ） ＝ （ ｘ１ － １ － ０􀆰 ５ｌｎ ｘ１ ） ＋ （ ｘ２ － １ － ０􀆰 ５ｌｎ ｘ２ ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＋ （ ｙ１ － １ － ０􀆰 ５ｌｎ ｙ１ ） ＋ （ ｙ２ － １ － ０􀆰 ５ｌｎ ｙ２ ）。 （６）
利用 Ｉｔô 公式得：

ｄＶ ＝ （ｘ －１ ／ ２
１ － ｘ －１

１ ）ｄｘ１ ／ ２ ＋ （ｘ －１ ／ ２
２ － ｘ －１

２ ）ｄｘ２ ／ ２ ＋ （ｙ －１ ／ ２
１ － ｙ －１

１ ）ｄｙ１ ／ ２ ＋
（ｙ －１ ／ ２

２ ） － ｙ －１
２ ））ｄｙ２ ／ ２ ＋ （ － ｘ －３ ／ ２ ／ ４ ＋ ｘ －２ ／ ２）·（ｄｘ１ ） ２ ／ ２ ＋

　 　 　 　 （ － ｘ －３ ／ ２
２ ／ ４ ＋ ｘ －２

２ ／ ２）·（ｄｘ２ ） ２ ／ ２ ＋ （ － ｙ －３ ／ ２
１ ／ ４ ＋ ｙ －２

１ ／ ２）·（ｄｙ１ ） ２ ／ ２ ＋
（ － ｙ －３ ／ ２

２ ／ ４） ＋ ｙ －２
２ ／ ２）·（ｄｙ２ ） ２ ／ ２，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （７）

可得： ＬＶ ＝ （ｘ －１ ／ ２
１ － ｘ －１

１ ）（γｘ２ － ａ１ ｘ２
１ － ｂ１ ｘ１ － ｄ１ ｘ１ ） ／ ２ ＋ （ － ｘ１ ／ ２

１ ／ ４ ＋ １ ／ ２）σ２
１ （ｘ１ － ｘ∗

１ ） ２ ／ ２ ＋ （ｘ －１ ／ ２
２ －

ｘ －１
２ ）（ｂ１ ｘ１ － ｑｘ２ ｙ２ ／ （１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ） － ｄ２ ｘ２ － ａ２ ｘ２

２ ） ／ ２ ＋ （ｙ１ ／ ２
１ － ｙ－１

１ ）（αｙ２ － ｄ３ｙ１ － ａ３ｙ２
１ － ｂ２ｙ１） ／ ２ ＋

（ － ｙ１ ／ ２
１ ／ ４ ＋ １ ／ ２）σ２

１（ｙ１ － ｙ∗
１ ）２ ／ ２ ＋ （ｘ１ ／ ２

２ － ｙ－１
２ ）（ｂ２ｙ１ － ｄ４ｙ２ － ａ４ｙ２

２ ＋ ｐｘ２ｙ２ ／ （１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２）） ／ ２ ＋ （ － ｘ１ ／ ２
１ ／ ４ ＋

１ ／ ２）σ２
１ （ｘ２ － ｘ∗

２ ） ２ ／ ２ ＋ （ － ｙ１ ／ ２
２ ／ ４ ＋ １ ／ ２）σ２

１ （ｙ２ － ｙ∗
２ ） ２ ／ ２ ＝ （ｘ －１ ／ ２

１ － ｘ －１
１ ）γｘ２ ／ ２ ＋ （ｘ －１ ／ ２

２ － ｘ －１
２ ）ｂ１ ｘ１ ／ ２ ＋

（ｙ －１ ／ ２
１ － ｙ －１

１ ）αｙ２ ／ ２ ＋ （ｙ －１ ／ ２
２ － ｙ －１

２ ）ｂ２ ｙ１ ／ ２ ＋ （ｘ１ ／ ２
１ － １）（ － ａ１ ｘ１ － ｂ１ － ｄ１ ） ／ ２ ＋ （ｘ１ ／ ２

２ － １）（ － ｑｙ２ ／ （１ ＋
ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ） ／ ２ ＋ （ｙ －１ ／ ２

１ － ｙ －１
１ ）αｙ２ － ｄ２ － ａ２ ｘ２ ） ／ ２ ＋ （ｙ１ ／ ２

２ － １）（ － ｄ４ － ａ４ ｙ２ ＋ ｐｘ２ ／ （１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ）） ／ ２ ＋
（ｙ１ ／ ２

１ － １）（ － ｄ３ － ａ３ ｙ１ － ｂ２ ） ／ ２ ＋ （ － ｘ１ ／ ２
１ ／ ４ ＋ １ ／ ２）σ２

１ （ｘ１ － ｘ∗
１ ）２ ／ ２ ＋ （ － ｘ１ ／ ２

２ ／ ４ ＋ １ ／ ２）σ２
２ （ｘ２ － ｘ∗

２ ）２ ／ ２ ＋
（ － ｙ１ ／ ２

１ ／ ４ ＋ １ ／ ２）σ２
３ （ｙ１ － ｙ∗

１ ） ２ ／ ２ ＋ （ － ｙ１ ／ ２
２ ／ ４ ＋ １ ／ ２）σ２

４ （ｙ２ － ｙ∗
２ ） ２ ／ ２。 观察 （ｘ －１ ／ ２

１ － ｘ －１
１ ）γｘ２ ／ ２ ， 如果

ｘ１ ＜ １ ， 则 （ｘ －１ ／ ２
１ － ｘ －１

１ ）γｘ２ ／ ２ ＜ ０ ， 所以这一项就可以从等号的右侧省略。 若 ｘ１ ＞ １，则（ｘ －１ ／ ２
１ －

ｘ －１
１ ）γｘ２ ／ ２ ＜ （ｘ１ ／ ２

１ － １）γｘ２ ／ ２。对于（ｘ －１ ／ ２
２ － ｘ －１

２ ）ｂ１ ｘ１ ／ ２、（ｙ －１ ／ ２
１ － ｙ －１

１ ）αｙ２ ／ ２、（ｙ －１ ／ ２
２ － ｙ －１

２ ）ｂ２ ｙ１ ／ ２ ， 可同样

分析：

ＬＶ≤ γｘ２ （ ｘ１ － １） ／ ２ ＋ ｂ１ ｘ１ （ ｘ２ － １） ／ ２ ＋ αｙ２ （ ｙ１ － １） ／ ２ ＋ ｂ２ ｙ１ （ ｙ２ － １） ／ ２ ＋

　 ［ － ａ１ ｘ３ ／ ２
１ ＋ ａ１ ｘ１ ＋ ｂ１ ＋ ｄ１ ］ ／ ２ ＋ （ － ａ２ ｘ３ ／ ２

２ － ｄ２ ｘ１ ／ ２
２ ＋ ｑ ／ ｎ ＋ ａ２ ｘ２ ＋ ｄ２ ） ／ ２ ＋

　 ［ － ａ３ ｙ３ ／ ２
１ － （ｄ３ ＋ ｂ２ ）ｙ１ ／ ２

１ ＋ ｄ３ ＋ ｂ２ ＋ ａ３ ｙ１ ］ ／ ２ ＋ ［ａ４ ｙ３ ／ ２
２ ＋ （ｐ ／ ｎ － ｄ４ ）ｙ１ ／ ２

２ ＋ ｄ４ ＋ ａ４ ｙ２ ］ ／ ２ ＋

　 σ２
１ （ － ｘ５ ／ ２

１ ／ ４ ＋ ｘ２
１ ／ ２ ＋ ｘ∗

１ ｘ３ ／ ２
１ ／ ２ － ｘ∗

１ ｘ１ － ｘ∗２
１ ｘ１ ／ ２

１ ／ ４ ＋ ｘ∗２
１ ／ ２） ／ ２ ＋

　 σ２
２ （ － ｘ５ ／ ２

２ ／ ４ ＋ ｘ２
２ ／ ２ ＋ ｘ∗

２ ｘ３ ／ ２ ／ ２ － ｘ∗
２ ｘ２ － ｘ∗２

２ ｘ１ ／ ２
２ ／ ４ ＋ ｘ∗２

２ ／ ２） ／ ２ ＋

　 σ２
３ （ － ｙ５ ／ ２

１ ／ ４ ＋ ｙ２
１ ／ ２ ＋ ｙ∗

１ ｙ３ ／ ２ ／ ２ － ｙ∗
１ ｙ１ － ｙ∗２

１ ｙ１ ／ ２
１ ／ ４ ＋ ｙ∗２

１ ／ ２） ／ ２ ＋

　 σ２
４ （ － ｙ５ ／ ２

２ ／ ４ ＋ ｙ２
２ ／ ２ ＋ ｙ∗

２ ｙ３ ／ ２
２ ／ ２ － ｙ∗

２ ｙ２ － ｙ∗２
２ ｙ１ ／ ２

２ ／ ４ ＋ ｙ∗２
２ ／ ２） ／ ２ ≤

　 ［ｂ１ ｘ２
１ ／ ２ － ａ１ ｘ３ ／ ２

１ ＋ （ａ１ － ｂ１ ＋ γ ／ ２）ｘ１ ＋ ｂ１ ＋ ｄ１ ］ ／ ２ ＋ ［γｘ２ ／ ２ － ａ２ ｘ３ ／ ２
２ ／ ２ － ｄ２ ｘ１ ／ ２

２ ＋

　 ｑ ／ ｎ ＋ （ａ２ ＋ ｂ１ ／ ２ － γ ／ ２）ｘ２ ＋ ｄ２ ］ ／ ２ ＋ ［ｂ２ ｙ１
２ ／ ２ － （ｄ３ ＋ ｂ２ ）ｙ１ ／ ２

１ ＋ （ａ３ － ｂ２ ＋ α ／ ２）ｙ１ ］ ／ ２ －

　 ａ３ ｙ３ ／ ２
１ ＋ ｄ３ ＋ ｂ２ ＋ ［αｙ２

２ ／ ２ － ａ４ ｙ３ ／ ２
２ ＋ （ｐ ／ ｎ － ｄ４ ）ｙ１ ／ ２

２ ＋ ｄ４ ＋ （ａ４ － α ＋ ｂ２ ／ ２）ｙ２ ］ ／ ２ ＋

　 σ２
１ （ － ｘ５ ／ ２

１ ／ ４ ＋ ｘ２
１ ／ ２ ＋ ｘ∗

１ ｘ３ ／ ２ ／ ２ － ｘ∗
１ ｘ１ － ｘ∗２

１ ｘ１ ／ ２
１ ／ ４ ＋ ｘ∗２

１ ／ ２） ／ ２ ＋

　 σ２
２ （ － ｘ５ ／ ２

２ ／ ４ ＋ ｘ２
２ ／ ２ ＋ ｘ∗

２ ｘ３ ／ ２ ／ ２ － ｘ∗
２ ｘ２ － ｘ∗２

２ ｘ１ ／ ２
２ ／ ４ ＋ ｘ∗２

２ ／ ２） ／ ２ ＋

　 σ２
３ （ － ｙ５ ／ ２

１ ／ ４ ＋ ｙ２
１ ／ ２ ＋ ｙ∗

１ ｙ３ ／ ２
２ ／ ２ － ｙ∗

１ ｙ１ － ｙ∗２
１ ｙ１ ／ ２

２ ／ ４ ＋ ｙ∗２
１ ／ ２） ／ ２ ＋

　 σ２
４ （ － ｙ５ ／ ２

２ ／ ４ ＋ ｙ２
２ ／ ２ ＋ ｙ∗

２ ｙ３ ／ ２
２ ／ ２ － ｙ∗

２ ｙ２ － ｙ∗２
２ ｙ１ ／ ２

２ ／ ４ ＋ ｙ∗２
２ ／ ２） ／ ２ ≤ Ｋ。 （８）

　 　 因为式（８）最高次项的系数均为负， 可知最后一个不等式是成立的， 对式 （７） 两边同时从 ０ 到τｋ∧Ｔ
积分并取期望得， ＥＶ（ｘ１ （τｋ∧Ｔ），ｘ２ （τｋ∧Ｔ），ｙ１ （τｋ∧Ｔ），ｙ２ （τｋ∧Ｔ）） ≤ Ｖ（ｘ１ （０），ｘ２ （０），ｙ１ （０），ｙ２ （０）） ＋ ＫＴ。

对 ｋ≥ｋ１ ， 令 Ωｋ ＝ ｛τｋ ≤ Ｔ｝ 。 由式（５）知， Ｐ（Ωｋ） ≥ ε 。 由 τｋ 的定义知， 对每个 ω ∈ Ωｋ，ｘ（τｋ，ω）
或 ｙ（τｋ，ω） 等于 １ ／ ｋ 或 ｋ ， 从而 Ｖ（ｘ１ （０），ｘ２ （０），ｙ１ （０），ｙ２ （０）） ＋ ＫＴ ≥ Ｅ［ＩΩｋ

Ｖ（ｘ１ （τｋ），ｘ２ （τｋ），ｙ１ （τｋ），

ｙ２ （τｋ））］ ≥ ε［（ ｋ － １ － ０􀆰 ５ｌｎ （ｋ））∧ １ ／ ｋ － １ － ０􀆰 ５ｌｎ （１ ／ ｋ）］， 其中 ＩΩｋ
表示 Ωｋ 上的示性函数。 令 ｋ→∞ ，

可得 Ｖ（ｘ１ （０），ｘ２ （０），ｙ１ （０），ｙ２ （０）） ＋ ＫＴ ≥ ∞ ， 这与 Ｖ（ｘ１ （０），ｘ２ （０），ｙ１ （０），ｙ２ （０）） ＋ ＫＴ ＜ ∞ 矛盾， 因

·９６２·



集美大学学报 （自然科学版） 第 ２８ 卷

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

此 τ∞ ＝ ∞ ， 定理 １ 得证。

２　 全局行为
假定 ｚ ＝ ｚ（ ｔ） 是随机微分方程

ｄｚ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｚ（ ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ ｚ（ ｔ），ｔ）ｄＢ（ ｔ） （９）
的解， 且 ｚ∗是式（９）的平衡点。

通过随机微分方程的稳定理论［９］ ， 要证明解是全局随机渐近稳定， 仅需找到李雅普诺夫函数

Ｖ（ ｚ） 满足：ＬＶ（ ｚ） ≤ ０ 当且仅当 ｚ ＝ ｚ∗、 ｚ ＝ ｚ （ ｔ） 是方程（９） 的解， ｄＶ（ ｚ（ ｔ），ｔ） ＝ ＬＶｄｔ ＋ Ｖｚ（ ｚ（ ｔ），
ｔ）ｇ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ）。

定理 ２　 若 ａ１ － σ２
１ ／ ２ ＞ ０、 ａ３ － σ２

３ ／ ２ ＞ ０、 ａ４ － σ２
４ ／ ２ ＞ ０、 ａ２ － σ２

２ ／ ２ － ｑｍｙ∗
２ ／ （１ ＋ ｍｘ∗

２ ＋ ｎｙ∗
２ ） ＞ ０ 成

立， 则系统 （３） 的正平衡点（ｘ∗
１ ，ｘ∗

２ ，ｙ∗
１ ，ｙ∗

２ ） 是依概率 １ 全局随机渐近稳定的。
证明　 系统（３） 可以被重写为：
ｄｘ１ （ ｔ） ＝ γ ／ ｘ∗

１ ［ｘ１ （ｘ２ － ｘ∗
２ ） － ｘ２ （ｘ１ － ｘ∗

１ ）］ｄｔ － ａ１ ｘ１ （ｘ１ － ｘ∗
１ ）ｄｔ ＋ σ１ ｘ１ （ｘ１ － ｘ∗

１ ）ｄＢ１ （ ｔ），

ｄｘ２ （ ｔ） ＝ ｂ１ ／ ｘ∗
２ ［ｘ２ （ｘ１ － ｘ∗

１ ） － ｘ１ （ｘ２ － ｘ∗
２ ）］ｄｔ － ａ２ ｘ２ （ｘ２ － ｘ∗

２ ）ｄｔ ＋ σ２ ｘ２ （ｘ２ － ｘ∗
２ ）ｄＢ２ （ ｔ） －

　 　 　 　 ｑｘ２ ［ｍｙ∗
２ （ｘ２ － ｘ∗

２ ） － （１ ＋ ｍｘ∗
２ ）（ｙ２ － ｙ∗

２ ）］ ／ ［（１ ＋ ｍｘ∗
２ ＋ ｎｙ∗

２ ）（１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ）］ｄｔ，

ｄｙ１ （ ｔ） ＝ α ／ ｙ∗
１ ［ｙ１ （ｙ２ － ｙ∗

２ ） － ｙ２ （ｙ１ － ｙ∗
１ ）］ｄｔ － ａ３ ｙ１ （ｙ１ － ｙ∗

１ ）ｄｔ ＋ σ３ ｙ１ （ｙ１ － ｙ∗
３ ｄＢ３ （ ｔ），

ｄｙ２ （ ｔ） ＝ ｂ２ ／ ｙ∗
２ ［ｙ２ （ｙ１ － ｙ∗

１ ） － ｙ１ （ｙ２ － ｙ∗
２ ）］ｄｔ － ａ４ ｙ２ （ｙ２ － ｙ∗

２ ）ｄｔ ＋ σ４ ｙ２ （ｙ２ － ｙ∗
２ ）ｄＢ４ （ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｐｙ２ ［（１ ＋ ｎｙ∗
２ ）（ｘ２ － ｘ∗

２ ） － ｎｘ∗
２ （ｙ２ － ｙ∗

２ ）］ ／ ［（１ ＋ ｍｘ∗
２ ＋ ｎｙ∗

２ ）（１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ）］ｄｔ。

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

　 　 定义 Ｖ（ｘ１ ，ｘ２ ，ｙ１ ，ｙ２ ） ＝ ｃ１ （ｘ１ － ｘ∗
１ － ｘ∗

１ ｌｎ （ｘ１ ／ ｘ∗
１ ）） ＋ ｃ２ （ｘ２ － ｘ∗

２ － ｘ∗
２ ｌｎ （ｘ２ ／ ｘ∗

２ ）） ＋ ｃ３ （ｙ１ － ｙ∗
１ －

ｙ∗
１ ｌｎ （ｙ１ ／ ｙ∗

１ ）） ＋ ｃ４ （ｙ２ １ － ｙ∗
２ － ｙ∗

２ ｌｎ （ｙ２ ／ ｙ∗
２ ））， 其中 ｃｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 为待定的正数。 对重写的系统应

用 Ｉｔô 公式可得：
ＬＶ ＝ ｃ１ ｛（ｘ１ － ｘ∗

１ ）γ［（ｘ２ － ｘ∗
２ ） － ｘ２ （ｘ１ － ｘ∗

１ ） ／ ｘ１ ］ ／ ｘ∗ － ａ１ （ｘ１ － ｘ∗
１ ） ２ ｝ ＋ ｃ１ σ２ （ｘ１ － ｘ∗

１ ） ２ ／ ２ ＋

ｃ２ ｛（ｘ２ － ｘ∗
２ ）ｂ１ ［（ｘ１ － ｘ∗

１ ） － ｘ１ （ｘ２ － ｘ∗
２ ） ／ ｘ２ ］ ／ ｘ∗

２ － ａ２ （ｘ２ － ｘ∗
２ ） ２ ｝ ＋ ｃ２ σ２

２ （ｘ２ － ｘ∗
２ ） ２ ／ ２ －

ｃ２ ｑ（ｘ２ － ｘ∗
２ ）［ｍｙ∗

２ （ｘ２ － ｘ∗
２ ） － （１ ＋ ｍｘ∗

２ ）（ｙ２ － ｙ∗
２ ）］ ／ ［（１ ＋ ｍｘ∗

２ ＋ ｎｙ∗
２ ）（１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ）］ ＋

ｃ３ ｛（ｙ１ － ｙ∗
１ ）α［（ｙ２ － ｙ∗

２ ） － ｙ２ （ｙ１ － ｙ∗
１ ） ／ ｙ１ ］ ／ ｙ∗

１ － ａ３ （ｙ１ － ｙ∗
１ ） ２ ｝ ＋ ｃ３ σ２

３ （ｙ１ － ｙ∗
１ ） ２ ／ ２ ＋

ｃ４ ｛（ｙ２ － ｙ∗
２ ）ｂ２ ［（ｙ１ － ｙ∗

１ ） － ｙ１ （ｙ２ － ｙ∗
２ ） ／ ｙ２ ］ ／ ｙ∗

２ － ａ４ （ｙ２ － ｙ∗
２ ） ２ ｝ ＋ ｃ４ σ２

４ （ｙ２ － ｙ∗
２ ） ２ ／ ２ ＋

ｃ４ ｐ（ｙ２ － ｙ∗
２ ）［（１ ＋ ｎｙ∗

２ ）（ｘ２ － ｘ∗
２ ） － ｎｘ∗

２ （ｙ２ － ｙ∗
２ ）］ ／ ［（１ ＋ ｍｘ∗

２ ＋ ｎｙ∗
２ ）（１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ）］。 （１０）

　 　 取 ｃ１ ＝ ｘ∗
２ ／ ｂ２ 、 ｃ２ ＝ ｘ∗

１ ／ γ、 ｃ３ ＝ ｙ∗
１ ／ α、 ｃ４ ＝ ｙ∗

２ ／ ｂ２ ， 代入式（１０）可得：
ＬＶ ＝ ［ － ｘ２ （ｘ１ － ｘ∗

１ ） ２ ／ ｘ１ ＋ ２（ｘ１ － ｘ∗
１ ）（ｘ２ － ｘ∗

２ ） － ｘ１ （ｘ２ － ｘ∗
２ ） ２ ／ ｘ２ ］ － ｃ１ （ａ１ － σ２

１ ／ ２）（ｘ１ － ｘ∗
１ ） ２ －

ｃ２ （ａ２ － σ２
２ ／ ２）（ｘ２ － ｘ∗

２ ） ２ ＋ ｃ２ ｑｍｙ∗
２ （ｘ２ － ｘ∗

２ ） ２ ／ ［（１ ＋ ｍｘ∗
２ ＋ ｎｙ∗

２ ）（１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ）］ －
ｃ４ （ａ４ － σ２

４ ／ ２）（ｙ２ － ｙ∗
２ ） ２ ＋ ［ － ｙ２ （ｙ１ － ｙ∗

１ ） ２ ／ ｙ１ ＋ ２（ｙ１ － ｙ∗
１ ）（ｙ２ － ｙ∗

２ ） － ｙ１ （ｙ２ － ｙ∗
２ ） ２ ／ ｙ２ ］ －

ｃ４ ｐｎｘ∗
２ （ｙ２ － ｙ∗

２ ） ２ ／ ［（１ ＋ ｍｘ∗
２ ＋ ｎｙ∗

２ ）（１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ）］ － ｃ３ （ａ３ － σ２
３ ／ ２）（ｙ１ － ｙ∗

１ ） ２ ≤

－ ［ ｘ２ ／ ｘ１ （ｘ１ － ｘ∗
１ ） － ｘ１ ／ ｘ２ （ｘ２ － ｘ∗

２ ）］ ２ － ｃ１ （ａ１ － σ２ ／ ２）（ｘ１ － ｘ∗
１ ） ２ － ｃ２ （ａ２ － σ２

２ ／ ２）

（ｘ２ － ｘ∗
２ ） ２ ＋ ｃ２ ｑｍｙ∗

２ （ｘ２ － ｘ∗
２ ） ２ ／ ［（１ ＋ ｍｘ∗

２ ＋ ｎｙ∗
２ ）（１ ＋ ｍｘ２ ＋ ｎｙ２ ）］ － ［ ｙ２ ／ ｙ１ （ｙ１ － ｙ∗

１ ） －

ｙ１ ／ ｙ２ （ｙ２ － ｙ∗
２ ）］ ２ － ｃ３ （ａ３ － σ２

３ ／ ２）（ｙ１ － ｙ∗
１ ） ２ － ｃ４ （ａ４ － σ２

４ ／ ２）（ｙ２ － ｙ∗
２ ） ２ ≤

－ ｃ１ （ａ１ － σ２
１ ／ ２）（ｘ１ － ｘ∗

１ ） ２ － ｃ２ ［ａ２ － σ２
２ ／ ２ － ｑｍｙ∗

２ ／ （１ ＋ ｍｘ∗
２ ＋ ｎｙ∗

２ ）］（ｘ２ － ｘ∗
２ ） ２ －

ｃ３ （ａ３ － σ２
３ ／ ２）（ｙ１ － ｙ∗

１ ） ２ － ｃ４ （ａ４ － σ２
４ ／ ２）（ｙ２ － ｙ∗

２ ） ２ 。
应用定理 ２ 中的条件可得： ＬＶ≤０ 当且仅当 （ｘ１ ，ｘ２ ，ｙ１ ，ｙ２ ） ＝ （ｘ∗

１ ，ｘ∗
２ ，ｙ∗

１ ，ｙ∗
２ ）， 可得正平衡点是

全局随机渐近稳定的。

·０７２·
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３　 数值模拟
取参数为： γ ＝ ０􀆰 ９７， ａ１ ＝ ａ２ ＝ ０􀆰 ０３， ｂ１ ＝ ０􀆰 ９０， ｄ１ ＝ ｄ２ ＝ ｄ３ ＝ ｄ４ ＝ ０􀆰 １０， ｑ ＝ ０􀆰 １５， α ＝ ０􀆰 ８０， ａ３ ＝

ａ４ ＝ ０􀆰 ２０， ｐ ＝ ０􀆰 １５， ｂ２ ＝ ０􀆰 ８０， ｍ ＝ ｎ ＝ ０􀆰 ２０， 初始值取为（ｘ１ （０），ｘ２ （０），ｙ１ （０），ｙ２ （０）） ＝ （１，１，１，１）。
得到模型 （３） 所对应的确定性方程的平衡点 Ｅ ≈ （１０􀆰 ６２，１４􀆰 ４３，２􀆰 ２６，４􀆰 ０４２） ， 确定性方程的轨线图

见图 １。
为了考察环境噪声对种群密度的影响， 本文考虑以下 ３ 种情况： １） σ１ ＝ σ２ ＝ σ３ ＝ σ４ ＝ ０􀆰 ０１；

２） σ１ ＝ ０􀆰 １０， σ２ ＝ ０􀆰 ０２， σ３ ＝ ０􀆰 １５， σ４ ＝ ０􀆰 ２０； ３） σ１ ＝ ０􀆰 ２０， σ２ ＝ ０􀆰 ２０， σ３ ＝ ０􀆰 ３０， σ４ ＝ ０􀆰 ３５。
代入所求得的平衡点， 用 ＭＡＴＬＡＢ 作出随机模型的轨线图， 并通过改变参数的值来观察环境噪声对

种群系统的影响， 结果分别见图 ２ ～ 图 ４。

图 1 确定性系统的轨线图

Fig.1 Track chart of deterministic system
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图 2 模型(3)的轨线图(情形 1)

Fig.2 Track chart of system (3) (case 1)

t

x1（t）
x2（t）
y1（t）
y2（t）

x1（t）
x2（t）
y1（t）
y2（t）

种
群

密
度

Po
pu

la
tio
n
de
ns
ity

0 12010080604020 140 160 180 200
0

5

10

15

0 12010080604020 140 160 180 200
0

6

10

18

16

14

12

8

4

2

图 4 模型(3)的轨线图(情形 3)
Fig.4 Track chart of system (3) (case 3)

图 3 模型(3)的轨线图(情形 2)
Fig.3 Track chart of system (3) (case 2)
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不同情形下种群密度的对比见图 ５， 通过观察图 ５ 可以得到， 随机微分方程解的振荡程度与环境

噪声的强度呈正相关。 如果环境噪声强度比较小， 随机模型（３）的解会围绕着确定性模型的平衡点小

幅度地振荡（见图 ２）： 如果环境噪声强度相对较大， 随机模型（３）的解会围绕着确定性模型的平衡点

大幅度振荡（见图 ３）， 甚至会造成捕食者灭绝（见图 ４）。 因此， 如果想要维持一个生态系统稳定， 不

出现大幅度的波动或物种的灭绝， 应该尽量减少环境对系统干扰， 或者减少环境变量的变化。

·１７２·
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图 5 不同情形下种群密度对比图

Fig.5 Comparison of population density in different cases

确定性模型
Deterministic model
情形 1 Case 1（σ1=0.01）
情形 2 Case 2（σ1=0.02）
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４　 结论
本文提出并研究具有阶段结构和 Ｂｅｄｄｉｎｇｔｏｎ⁃ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ 型功能反应的随机捕食⁃食饵模型。 构造出

合适的 Ｌｙｐｕｎｏｖ 函数， 并运用 Ｉｔô 公式证明模型（３）全局正解的存在唯一性， 并且推导出正解是全局渐

近稳定的充分条件。 利用数值模拟得出， 在捕食者与食饵共存的情况下， 噪声强度对系统的影响为：
当噪声强度比较小时， 解曲线沿着平衡点轻微振荡； 当噪声强度比较大时， 解曲线沿着平衡点剧烈振

荡， 甚至造成种群灭绝。 为了生态系统的稳定与持久， 一般希望物种保持相对稳定， 不要出现太大波

动， 根据数值模拟的结果得到， 应尽量保持较小的环境噪声， 可以人为降低大的环境干扰。
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