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［摘要］ 研究时标上高阶神经网络的同步问题， 通过构造李雅普诺夫函数和运用线性矩阵不等式技巧，
给出高阶神经网络在脉冲控制下达到同步的充分条件。 最后给出一个例子， 验证了数值模拟结果的准确性。
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０　 引言
众所周知， 同步在安全通信、 人工智能和图像处理等［１ － １０］ 的实际应用非常广泛。 近年来， 越来

越多的学者研究神经网络的同步问题， 如投影同步［１］ 、 滞后同步［２］ 、 量化同步［３］ 、 自同步［６］ 和指数

同步［７］等。
高阶神经网络作为低阶神经网络的扩展， 比低阶神经网络具有更强的收敛性和更大的存储容量，

因而成为一个新的研究热点。 高阶神经网络包括高阶中立型细胞神经网络、 高阶 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神

经网络、 高阶 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络和高阶递归神经网络等［６ － ２０］ 。 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络［９ － １０］ 最先由 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ
提出， 它基于由电容、 电阻和放大器组成的模拟电路， 建立了一个常微分方程组。 文献 ［８］ 提出了

一种具有线性项和间断项的新型控制方案， 解决了时变时滞记忆型高阶竞争神经网络的同步问题。 文

献 ［１６］ 研究了一类双向联想记忆高阶神经网络的有限时间稳定和固定时间稳定问题。 特别地， 文

献 ［１２］ 分析了脉冲高阶 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络稳定性， 通过构造李雅普诺夫函数和应用线性矩阵不等

式， 给出了平衡点达到全局渐近稳定的充分条件。
许多关于微分方程的结果很容易转化为差分方程的相应结果， 而这些结果与连续的结果在性质上

完全不同。 时标是研究连续系统和离散系统的有效手段， 对时标上的动力学方程的研究揭示了这种差
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异， 并有助于避免对微分方程和差分方程的结果进行两次证明。 上述文献大都在连续系统上研究高阶

神经网络的稳定性， 对离散系统的关注较少。 因此， 在时标理论基础上研究高阶神经网络的同步问题

很有必要。 经过多年的研究， Ｈｉｌｇｅｒ 提出的时标理论已经取得了很多成果［２１ － ２４］ ， 但时标上高阶神经

网络的同步尚未得到研究。 因此， 本文在文献 ［１２］ 和时标微积分理论的基础上， 讨论时标上高阶

神经网络驱动⁃响应系统在脉冲控制下达到同步的充分条件， 为时标上高阶神经网络的同步研究提供

了理论基础。

１　 预备知识
时标 Ｔ 为实数集 Ｒ 的任意非空闭子集， 其拓扑结构继承自 Ｒ。 时标上的跳跃算子 σ（ｔ） 和 ρ（ｔ） 的定

义分别为： σ（ｔ） ＝ ｉｎｆ｛ｓ∈Ｔ：ｓ ＞ ｔ｝ ， ρ（ｔ） ＝ ｓｕｐ｛ｓ∈Ｔ：ｓ ＜ ｔ｝ 。 粒度函数 （距离函数） 定义为 μ（ ｔ） ＝
σ（ ｔ） － ｔ 。 若 σ（ ｔ） ＝ ｔ（ρ（ ｔ） ＝ ｔ） ， 则 ｔ 是右稠密点 （左稠密点）； 若 σ（ ｔ） ＞ ｔ（ρ（ ｔ） ＜ ｔ） ， 则 ｔ 是右

扩散点 （左扩散点）。 如果 Ｔ 有一个最大的左扩散点 ｍ， 则 Ｔｋ ＝ Ｔ ＼ ｛ｍ｝ ； 否则 Ｔｋ：＝ Ｔ 。 函数 ｆ：
Ｔ → Ｒ 被称为 ｒｄ⁃连续， 如果其在 Ｔ 中的右稠密点连续， 且在 Ｔ 中左稠密点的左极限存在。 Ｃｒｄ表示由

所有的 ｒｄ⁃连续函数组成的集合。 若 ｐ（ ｔ） ∈ Ｃｒｄ 且 １ ＋ μ（ ｔ）ｐ（ ｔ） ≠ ０ ， ∀ｔ ∈ Ｔ ， 那么称 ｐ∈Ｒ。 此外，
若 １ ＋ μ（ ｔ）ｐ（ ｔ） ＞ ０ ， 那么 ｐ ∈ Ｒ ＋ 。 对实数集 Ｒ 上的任意区间 ［ａ，ｂ］ ， ［ａ，ｂ］ Ｔ 表示区间 ［ａ，ｂ］ 和时

标 Ｔ 的交集， 即 ［ａ，ｂ］ Ｔ ＝ ［ａ，ｂ］ ∩ Ｔ 。
定义 １［２４］ 　 给定函数 ｆ：Ｔ → Ｒ 且 ｔ ∈ Ｔｋ 。 对任意 ε ＞ ０， 若存在 ｆ△（ ｔ） ， 对于 ｔ 的某个邻域 Ｕ， 使

得 ｆ（σ（ ｔ）） － ｆ（ ｓ） － ｆ△（ ｔ）（σ（ ｔ） － ｓ） ≤ ε ｜ σ（ ｔ） － ｓ ｜ ， ∀ｓ ∈ Ｕ ， 那么称它为 ｆ 在 ｔ 处的△⁃导数。

定义 ２［２４］ 　 对于 ｐ ∈ Ｒ ， 时标型指数函数 ｅｐ（ ｔ，ｓ） 定义为 ｅｐ（ ｔ，ｓ） ＝ ｅｘｐ（∫ｔ

ｓ
ξμ（τ） （ｐ（τ））△τ），∀ｓ，

ｔ ∈ Ｔ ， 其中柱面变换 ξｈ（ ｚ） 的表达式为 ξｈ（ ｚ） ＝ Ｌｏｇ（１ ＋ ｚｈ） ／ ｈ，ｈ ≠ ０，
　 　 ｚ，　 　 　 　 ｈ ＝ ０。{

引理 １［２４］ 　 若 ｆ 和 ｇ 是两个在时标 Ｔ 上△可导的函数， 则： ｉ） （ ｆ ± ｇ） △（ ｔ） ＝ ｆ△（ ｔ） ± ｇ△（ ｔ） ； ｉｉ）
（ｆｇ）△（ｔ） ＝ ｆ△（ｔ）ｇ（ｔ） ＋ ｆ（σ（ｔ））ｇ△（ｔ） ＝ ｇ△（ｔ）ｆ（ｔ） ＋ ｇ（σ（ｔ））ｆ△（ｔ） 。 若 ｆ 在 ｔ 点可导， 则 ｆ（σ（ｔ）） ＝
ｆ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ） ｆ△（ ｔ） 。

引理 ２［２４］ 　 对于 ｐ， ｑ∈Ｒ， 有： ｉ） ｅｐ（σ（ ｔ），ｓ） ＝ （１ ＋ μ（ ｔ）ｐ（ ｔ））ｅｐ（ ｔ，ｓ） ； ｉｉ） ｅｐ（ ｔ，ｓ）ｅｐ（ ｓ，ｒ） ＝
ｅｐ（ ｔ，ｒ） ； ｉｉｉ） 若 ｐ ∈ Ｒ ＋ ， 则 ｅｐ（ ｔ，ｔ０ ） ＞ ０，∀ｔ ∈ Ｔ 。

引理 ３［２４］ 　 设 ｙ ∈ Ｃｒｄ ， 且 ｐ ∈ Ｒ ＋ ， 若 ｙ△（ ｔ） ≤ ｐ（ ｔ）ｙ（ ｔ），ｔ ∈ Ｔ 成立， 则 ｙ（ ｔ） ≤ ｙ（ ｔ０ ）ｅｐ（ ｔ，ｔ０ ）。

２　 模型描述
考虑由 ｎ 个节点构成的高阶神经网络， 其驱动系统为

ｘ△
ｉ （ ｔ） ＝ － Ｃｉｘｉ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（Ａｉｊｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ））） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｌ ＝ １
［Ａｉｊｌｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ））ｇｌ（ｘｌ（ ｔ））］ ＋ Ｉｉ（ ｔ）。 （１）

其中： ｉ ＝ １，２，…，ｎ ； ｔ ∈ Ｔ ； ｘｉ（ ｔ） 是时间 ｔ 第 ｉ 个神经元的状态量； ｇｉ（ｘｉ（ ｔ）） 和 ｈｉ（ｘｉ（ ｔ）） 是神经激

活函数； Ｃｉ ＞ ０ 和 Ｉｉ 分别表示第 ｉ 个节点的自反馈权重和外部输入量； Ａｉｊ、 Ｗｉｊ和 Ａｉｊｌ、 Ｗｉｊｌ分别表示神

经网络的一阶和二阶神经元的权重。
对应的响应系统为

ｙ△
ｉ （ ｔ） ＝ － Ｃｉｙｉ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（Ａｉｊｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ））） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｌ ＝ １
［Ａｉｊｌｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ））ｇｌ（ｙｌ（ ｔ））］ ＋ Ｉｉ（ ｔ），ｔ ≠ ｔｋ，

△ｙｉ（ ｔ） ＝ ｄｉ（ｙｉ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［Ｗｉｊ（ｈ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｈ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）））］ ＋

　 　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｌ ＝ １
｛Ｗｉｊｌ［ｈ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ））ｈｌ（ｙｌ（ ｔ）） － ｈ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ））ｈｌ（ｘｌ（ ｔ））］｝，ｔ ＝ ｔｋ。

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２）
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其中： ｔ ∈ Ｔ ； △ｙｉ（ ｔｋ） ＝ ｙｉ（ ｔ ＋ｋ ） － ｙｉ（ ｔｋ） ； ｙｉ（ ｔ ＋ｋ ） ＝ ｌｉｍ
ｔ→ｔ ＋ｋ

ｙｉ（ ｔ），ｋ ∈ Ｎ ＋ ； 时间序列 ｛ ｔｋ｝ 满足 ０ ＜ ｔ１ ＜

ｔ２ ＜ … ＜ ｔｋ ＜ ｔｋ＋１ ＜ … ， ｌｉｍ
ｋ→∞

ｔｋ ＝ ∞ 。

假设 １　 假定系统 （１） 的神经激活函数 ｇｉ（ｘｉ） 和 ｈｉ（ｘｉ）（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 是连续的， 且满足以下

条件， 即

ｇｉ（ｘｉ） ≤ Ｍｉ，０ ≤ （ｇｉ（ｘｉ） － ｇｉ（ｙｉ）） ／ （ｘｉ － ｙｉ） ≤ Ｋ ｉ，∀ｘｉ ≠ ｙｉ，ｘｉ，ｙｉ ∈ Ｒ，

ｈｉ（ｘｉ） ≤ Ｎｉ，０ ≤ （ｈｉ（ｘｉ） － ｈｉ（ｙｉ）） ／ （ｘｉ － ｙｉ） ≤ Ｌｉ，∀ｘｉ ≠ ｙｉ，ｘｉ，ｙｉ ∈ Ｒ。{ （３）

　 　 设 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｙｉ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）， ｉ ＝ １，２，…，ｎ ， 可得

ｅ△
ｉ （ ｔ） ＝ － Ｃｉｅｉ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｛Ａｉｊ［ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］｝ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｌ ＝ １
｛Ａｉｊｌ［ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ））ｇｌ（ｙｌ（ ｔ）） －

ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ））ｇｌ（ｘｌ（ ｔ））］｝ ＝ － Ｃｉｅｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（Ａｉｊ ｆ ｊ（ｅ ｊ（ ｔ））） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｌ ＝ １
｛Ａｉｊｌ［ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ））ｇｌ（ｙｌ（ ｔ）） －

ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ））ｇｌ（ｘｌ（ ｔ）） － ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ））ｇｌ（ｘｌ（ ｔ）） ＋ ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ））ｇｌ（ｘｌ（ ｔ））］｝ ＝ － Ｃｉｅｉ（ ｔ） ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
（Ａｉｊ ｆ ｊ（ｅ ｊ（ ｔ））） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｌ ＝ １
｛Ａｉｊｌ［ｇｌ（ｙｌ（ ｔ）） － ｇｌ（ｘｌ（ ｔ））］ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋ Ａｉｌｊ［ｇｌ（ｙｌ（ ｔ）） －

ｇｌ（ｘｌ（ ｔ））］ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ））｝ ＝ － Ｃｉｅｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（Ａｉｊ ｆ ｊ（ｅ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｌ ＝ １
［ｇｌ（ｙｌ（ ｔ）） － ｇｌ（ｘｌ（ ｔ））］

［Ａｉｊｌｇｊ（ｙｊ（ｔ）） ＋ Ａｉｌｊｇｊ（ｘｊ（ｔ））］ ＝ － Ｃｉｅｉ（ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（Ａｉｊ ｆ ｊ（ｅｊ（ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｌ ＝ １
（Ａｉｊｌ ＋ Ａｉｌｊ）ζｊ ｆｌ（ｅｌ（ｔ）），

△ｅｉ（ ｔ） ＝ ｅｉ（ ｔ ＋ｋ ） － ｅｉ（ ｔｋ） ＝ ［ｙｉ（ ｔ ＋ｋ ） － ｘｉ（ ｔ ＋ｋ ）］ － ［ｙｉ（ ｔｋ） － ｘｉ（ ｔｋ）］ ＝ ｙｉ（ ｔ ＋ｋ ） － ｙｉ（ ｔｋ） ＝ △ｙｉ（ ｔ） ＝

ｄｉｅｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（Ｗｉｊφｊ（ｅ ｊ（ ｔ））） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｌ ＝ １
［（Ｗｉｊｌ ＋ Ｗｉｌｊ）φｌ（ｅｌ（ ｔ））ξ ｊ］。

故系统 （１） 和 （２） 的误差系统为

ｅ△
Ｉ （ ｔ） ＝ － Ｃｉｅｉ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（Ａｉｊ ｆ ｊ（ｅ ｊ（ ｔ））） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｌ ＝ １
（（Ａｉｊｌ ＋ Ａｉｌｊ） ｆｌ（ｅｌ（ ｔ））ζ ｊ），ｔ ≠ ｔｋ，

△ｅｉ（ ｔ） ＝ ｄｉｅｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（Ｗｉｊφｊ（ｅ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｌ ＝ １
（（（Ｗｉｊｌ ＋ Ｗｉｌｊ）φｌ（ｅｌ（ ｔ））ξ ｊ），ｔ ＝ ｔｋ。

ì

î

í

ïï

ïï
（４）

其中： ｉ ＝ １，２，…，ｎ ； ｔ ∈ Ｔ ； ｆｉ（ｅｉ（ ｔ）） ＝ ｆｉ（ｇｉ（ ｔ）） － ｇｉ（ｘｉ（ ｔ）） ； φｉ（ｅｉ（ ｔ）） ＝ ｈｉ（ｙｉ（ ｔ）） － ｈｉ（ｘｉ（ ｔ））；
ζ ｊ 介于 ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） 和 ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） 之间； ξ ｊ 介于 ｈ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） 和 ｈ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） 之间。

注 １　 根据函数的凸性和 Ａｉｊｌ ／ （Ａｉｊｌ ＋ Ａｉｌｊ） ＋ Ａｉｌｊ ／ （Ａｉｊｌ ＋ Ａｉｌｊ） ＝ １ ， 存在 ζ ｊ 介于 ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） 和

ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） 之间， 使得 Ａｉｊｌｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋ Ａｉｌｊｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＝ （Ａｉｊｌ ＋ Ａｉｌｊ）ζ ｊ 成立。
相应地， 假设 １ 可改写成：

ｆｉ（ ｚ） ≤ Ｋ ｉ ｚ ，ｚｆｉ（ ｚ） ≥ ０，∀ｚ ∈ Ｒ，

φｉ（ ｚ） ≤ Ｌｉ ｚ ，ｚφｉ（ ｚ） ≥ ０，∀ｚ ∈ Ｒ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ。{ （５）

　 　 设 ｅ（ ｔ） ＝ （ｅ１ （ ｔ），ｅ２ （ ｔ），…，ｅｎ（ ｔ）） Ｔ ， △ｅ（ ｔ） ＝ （△ｅ１ （ ｔ），△ｅ２ （ ｔ），…，△ｅｎ（ ｔ）） Ｔ ， ｆ（ｅ（ ｔ）） ＝
（ ｆ１ （ｅ１ （ ｔ） ） ，ｆ２ （ｅ２ （ ｔ） ） ， …， ｆｎ（ｅｎ（ ｔ） ） ） Ｔ ， φ（ｅ（ ｔ） ） ＝ （φ１ （ｅ１ （ ｔ） ） ， φ２ （ｅ２ （ ｔ） ） ，…，φｎ（ｅｎ（ ｔ） ） ） Ｔ ，
Ｆ（ｅ（ｔ）） ＝ ｄｉａｇ（ｆ（ｅ（ｔ）），ｆ（ｅ（ｔ）），…，ｆ（ｅ（ｔ））） ， Φ（ｅ（ｔ）） ＝ ｄｉａｇ（φ（ｅ（ｔ）），φ（ｅ（ｔ）），…，φ（ｅ（ｔ））） ，
Ｃ ＝ ｄｉａｇ（Ｃ１ ，Ｃ２ ，…，Ｃｎ） ， Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１ ，ｄ２ ，…，ｄｎ） ， ζ ＝ （ζ１ ，ζ２ ，…，ζｎ） Ｔ ， ξ ＝ （ξ１ ，ξ２ ，…，ξｎ） Ｔ ， Γ ＝
ｄｉａｇ（ζ，ζ，…，ζ） ， Ａ ＝ （Ａｉｊ） ｎ×ｎ ， Ａｉ ＝ （Ａｉｊｌ） ｎ×ｎ ， ＡＨ ＝ （Ａ１ ＋ ＡＴ

１ ，Ａ２ ＋ ＡＴ
２ ，…，Ａｎ ＋ ＡＴ

ｎ）Ｔ ， Ｗ ＝ （Ｗｉｊ） ｎ×ｎ ，
Ｗｉ ＝ （Ｗｉｊｌ） ｎ×ｎ ， Ξ ＝ （Ｗ１ ＋ ＷＴ

１ ，Ｗ２ ＋ ＷＴ
２ ，…，Ｗｎ ＋ ＷＴ

ｎ） Ｔ ， Ｍ ＝ （Ｍ１ ，Ｍ２ ，…，Ｍｎ） Ｔ ， Ｎ ＝ （Ｎ１ ，Ｎ２ ，…，
Ｎｎ） Ｔ ， Ｌ ＝ ｄｉａｇ（Ｌ１ ，Ｌ２ ，…，Ｌｎ） ， Ｋ ＝ ｄｉａｇ（Ｋ１ ，Ｋ２ ，…，Ｋｎ）。 则误差系统 （４） 可写成等价形式为

ｅ△（ｔ） ＝ － Ｑｅ（ ｔ） ＋ Ａｆ（ｅ（ ｔ）） ＋ ＦＴ（ｅ（ ｔ））ＡＨζ，ｔ ≠ ｔｋ，

△ｅ（ ｔ） ＝ Ｄｅ（ ｔ） ＋ Ｗφ（ｅ（ ｔ）） ＋ ΦＴ（ｅ（ ｔ））Ξξ，ｔ ＝ ｔｋ，ｔ ∈ Ｔ。{ （６）

·１６３·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ． ｊｍｕ． ｅｄｕ． ｃｎ ／ ｚｋｂ

这里， 对于矩阵 Ｐ， λｍｉｎ（Ｐ） 和 λｍａｘ（Ｐ） 分别表示方阵 Ｐ 的最小和最大特征值。 范数 ‖·‖ 是欧几里得

范数， ｅ 表示单位矩阵。

３　 主要结果
定理 １　 在假设 １ 的条件下， 如果

λ（ ｔ） ＝ ａ^ ＋ ｂ＾ μ（ ｔ） ＜ ０，
１ ＋ μ（ ｔ）λ（ ｔ） ＞ ０，
ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ϱＮγ（ ｔ０，ｔ） ｅλ（ ｔ，ｔ０ ） ＝ ０。

ì

î

í

ï
ï

ïï

（７）

成立， 则系统 （１） 和 （２） 能在时标上实现同步。 其中 ϱ ＝ λｍａｘ［（１ ＋ ‖Ｎ‖）（Ｅ ＋ Ｄ） ＋ ‖ＬＷＴ（Ｅ ＋ Ｄ） ＋
（Ｅ ＋ Ｄ）ＷＬ ＋ （３ ／ ２ ＋ ３ ／ ２‖Ｎ‖２）ＬΞＴΞＬ ＋ （３ ／ ２ ＋ ‖Ｎ‖２ ／ ２）ＬＷＴＷＬ］ ， ａ^ ＝ λｍａｘ（ － ２Ｃ ＋ ＡＫ ＋ ＫＡＴ ＋

‖Ｍ‖２Ｉ ＋ ＫＡＴ
ＨＡＨＫ） ， ｂ＾ ＝λｍａｘ ［ （１ ＋ ‖Ｍ‖２） Ｃ２ － （ＣＡＫ ＋ＫＡＴＣ） ＋ （３ ／ ２ ＋３ ／ ２‖Ｍ‖２ ） ＫＡＴ

ＨＡＨＫ ＋
（３ ／ ２ ＋ ‖Ｍ‖２ ／ ２） ＫＡＴＡＫ］， Ｎγ（ｔ０，ｔ） 是脉冲序列 γ ＝ ｛ｔ１，ｔ２，…｝ 在区间 ［ｔ０，ｔ］Ｔ 的脉冲个数。

证明　 构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数为 Ｖ（ ｔ） ＝ ｅＴ（ ｔ）ｅ（ ｔ） ／ ２ 。 利用引理 １ 得： Ｖ△ （ ｔ） ＝ ［ｅＴ△ （ ｔ）ｅ（ ｔ） ＋
ｅＴ（σ（ｔ））ｅ△（ｔ）］ ／ ２ ＝ ［ｅＴ（ｔ） ＋ ｅＴ（σ（ｔ））］ｅ△（ｔ） ／ ２ ＝ ［２ｅＴ（ｔ） ＋ μ（ｔ）ｅＴ△（ｔ）］ｅ△（ｔ） ／ ２ ＝ ｅＴ（ｔ）ｅ△（ｔ） ＋
μ（ ｔ）ｅＴ△ （ ｔ）ｅ△ （ ｔ） ／ ２ 。 当 ｔ ∈ ［ ｔｋ－１ ，ｔｋ） Ｔ（ｋ ∈ Ｎ ＋ ） 时， 对 Ｖ（ ｔ） 沿系统 （６） 的轨道求导。 由 ２ｕＴｖ ≤
ｕＴｕ ＋ ｖＴｖ 、 ΓＴΓ≤ ‖ζ‖２ Ｉ 和 ‖ζ‖ ≤ ‖Ｍ‖ 可得

ｅＴ（ ｔ）ｅ△（ ｔ） ＝ ｅＴ（ ｔ）（ － Ｃｅ（ ｔ） ＋ Ａｆ（ｅ（ ｔ）） ＋ ＦＴ（ｅ（ ｔ））ＡＨζ） ＝ － ｅＴ（ ｔ）Ｃｅ（ ｔ） ＋ ｅＴ（ ｔ）Ａｆ（ｅ（ ｔ）） ＋
ｅＴ（ ｔ）ＦＴ（ｅ（ ｔ））ＡＨζ ≤－ ｅＴ（ ｔ）Ｃｅ（ ｔ） ＋ ｅＴ（ ｔ）ＡＫｅ（ ｔ） ＋ ｅＴ（ ｔ）ΓＴＡＨｆ（ｅ（ ｔ）） ≤－ ｅＴ（ ｔ）Ｃｅ（ ｔ） ＋
ｅＴ（ ｔ）（ＡＫ ＋ ＫＡＴ）ｅ（ ｔ） ／ ２ ＋ ｅＴ（ ｔ）ΓＴΓｅ（ ｔ） ／ ２ ＋ ｆＴ（ｅ（ ｔ））ＡＴＡＨｆ（ｅ（ ｔ）） ／ ２ ≤－ ｅＴ（ ｔ）Ｃｅ（ ｔ） ＋

ｅＴ（ｔ）（ＡＫ ＋ ＫＡＴ）ｅ（ｔ） ／ ２ ＋ ‖Ｍ‖２ｅＴ（ｔ）ｅ（ｔ） ／ ２ ＋ ｅＴ（ｔ）ＫＡＴＡＨＫｅ（ｔ） ／ ２ ＝ ｅＴ（ｔ）（ － ２Ｃ ＋ ＡＫ ＋ ＫＡＴ ＋
‖Ｍ‖２Ｉ ＋ ＫＡＴＡＨＫ）ｅ（ｔ） ／ ２ ≤ λｍａｘ（ － ２Ｃ ＋ ＡＫ ＋ ＫＡＴ ＋ ‖Ｍ‖２ Ｉ ＋ ＫＡＴＡＨＫ）Ｖ（ｔ） ＝ ａ^Ｖ（ｔ）， （８）

且有

ｅＴ△（ｔ）ｅ△（ｔ） ＝ ［ － ｅＴ（ｔ）Ｃ ＋ ｆＴ（ｅ（ｔ））ＡＴ ＋ ζＴＡＴ
ＨＦ（ｅ（ｔ））］［ － Ｃｅ（ｔ） ＋ Ａｆ（ｅ（ｔ）） ＋ ＦＴ（ｅ（ｔ））ＡＨζ］ ＝

ｅＴ（ｔ）Ｃ２ｅ（ｔ） － ｅＴ（ｔ）ＣＡｆ（ｅ（ｔ）） － ｅＴ（ｔ）ＣＦＴ（ｅ（ｔ））ＡＨζ － ｆＴ（ｅ（ｔ））ＡＴＣｅ（ｔ） ＋ ｆＴ（ｅ（ｔ））ＡＴＡｆ（ｅ（ｔ）） ＋
ｆＴ（ｅ（ｔ））ＡＴＦＴ（ｅ（ｔ））ＡＨζ － ζＴＡＴ

ＨＦ（ｅ（ｔ））Ｃｅ（ｔ） ＋ ζＴＡＴ
ＨＦ（ｅ（ｔ））Ａｆ（ｅ（ｔ）） ＋ ζＴＡＴ

ＨＦ（ｅ（ｔ））ＦＴ（ｅ（ｔ））ＡＨζ ≤
ｅＴ（ ｔ）Ｃ２ｅ（ ｔ） － ｅＴ（ ｔ）（ＣＡＫ ＋ ＫＡＴＣ）ｅ（ ｔ） ／ ２ ＋ ‖Ｍ‖２ｅＴｅ（ ｔ） ／ ２ ＋ ｅＴ（ ｔ）ＫＡＴ

ＨＡＨＫｅ（ ｔ） ／ ２ －
ｅＴ（ ｔ）（ＣＡＫ ＋ ＫＡＴＣ）ｅ（ｔ） ／ ２ ＋ ｅＴ（ｔ）ＫＡＴＡＫｅ（ｔ） ＋ ‖Ｍ‖２ｅＴ（ｔ）ＫＡＴＡＫｅ（ｔ） ／ ２ ＋ ｅＴ（ｔ）ＫＡＴ

ＨＡＨＫｅ（ｔ） ／ ２ ＋
ｅＴ（ｔ）ＫＡＴ

ＨＡＨＫｅ（ｔ） ／ ２ ＋ ‖Ｍ‖２ｅＴ（ｔ）Ｃ２ｅ（ｔ） ／ ２ ＋ ｅＴ（ｔ）ＫＡＴＡＫｅ（ｔ） ／ ２ ＋ ‖Ｍ‖２ｅＴ（ｔ）ＫＡＴ
ＨＡＨＫｅ（ｔ） ／ ２ ＋

‖Ｍ‖２ｅＴ（ｔ）ＫＡＴ
ＨＡＨＫｅ（ｔ） ＝ ｅＴ（ｔ）［Ｃ２ － （ＣＡＫ ＋ ＫＡＴＣ） ＋ ‖Ｍ‖２Ｃ２ ＋ （３ ／ ２ ＋ ３ ／ ２‖Ｍ‖２）ＫＡＴ

ＨＡＨＫ ＋
（３ ／ ２ ＋ ‖Ｍ‖２ ／ ２）ＫＡＴＡＫ］ｅ（ｔ） ≤ λｍａｘ［（１ ＋ ‖Ｍ‖２ ）Ｃ２ － （ＣＡＫ ＋ ＫＡＴＣ） ＋ （３ ／ ２ ＋

３ ／ ２‖Ｍ‖２ ）ＫＡＴ
ＨＡＨＫ ＋ （３ ／ ２ ＋ ‖Ｍ‖２ ／ ２）ＫＡＴＡＫ］ｅＴ（ ｔ）ｅ（ ｔ）。 （９）

于是有

μ（ ｔ）ｅＴ△（ ｔ）ｅ△（ ｔ） ／ ２ ≤ λｍａｘ［（１ ＋ ‖Ｍ‖２ ）Ｃ２ － （ＣＡＫ ＋ ＫＡＴＣ） ＋ （３ ／ ２ ＋ ３ ／ ２‖Ｍ‖２ ）ＫＡＴ
ＨＡＨＫ ＋

　 　 　 （３ ／ ２ ＋ ‖Ｍ‖２ ／ ２）ＫＡＴＡＫ］μ（ ｔ）Ｖ（ ｔ） ＝ ｂ＾ μ（ ｔ）Ｖ（ ｔ）。 （１０）
因此， 由式 （８） 和式 （１０） 有

Ｖ△（ ｔ） ≤ （ ａ^ ＋ ｂ＾ μ（ ｔ））Ｖ（ ｔ）。 （１１）
根据引理 ３， 存在 λ（ ｔ） ＝ ａ^ ＋ ｂ＾ μ（ ｔ） ＜ ０ ， λ∈Ｒ ＋ ， 使得

Ｖ（ ｔ） ≤ ｅλ（ ｔ，ｔｋ－１ ）Ｖ（ ｔ ＋ｋ＋１ ），ｔ ∈ ［ ｔｋ－１ ，ｔｋ） Ｔ。 （１２）
当 ｔ ＝ ｔｋ （ｋ∈Ｎ ＋ ） 时， 有

Ｖ（ｔ＋ｋ ） ＝ ｅＴ（ｔ＋ｋ ）ｅ（ｔ＋ｋ ） ／ ２ ＝ ［（Ｅ ＋ Ｄ）ｅ（ｔｋ） ＋ Ｗφ（ｅ（ｔｋ）） ＋ ΦＴ（ｅ（ｔｋ））Ξξ］Ｔ［（Ｅ ＋ Ｄ）ｅ（ｔｋ） ＋ Ｗφ（ｅ（ｔｋ）） ＋

·２６３·
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ΦＴ（ｅ（ ｔｋ））Ξξ］ ／ ２ ≤ ｅＴ（ ｔｋ）［（１ ＋ ‖Ｎ‖２ ）（Ｅ ＋ Ｄ） ２ ＋ ＬＷＴ（Ｅ ＋ Ｄ） ＋ （Ｅ ＋ Ｄ）ＷＬ ＋ （３ ／ ２ ＋
３ ／ ２‖Ｎ‖２）ＬΞＴΞＬ ＋ （３ ／ ２ ＋ ‖Ｎ‖２ ／ ２）ＬＷＴＷＬ］ｅ（ｔｋ） ／ ２ ≤ λｍａｘ［（１ ＋ ‖Ｎ‖２）（Ｅ ＋ Ｄ）２ ＋ ＬＷＴ（Ｅ ＋ Ｄ）

＋ （Ｅ ＋ Ｄ）ＷＬ ＋ （３ ／ ２ ＋ ３ ／ ２‖Ｎ‖２ ）ＬΞＴΞＬ ＋ （３ ／ ２ ＋ ‖Ｎ‖２ ／ ２）ＬＷＴＷＬ］Ｖ（ｔｋ） ＝ ϱＶ（ｔｋ）。 （１３）
由引理 ２、 式 （１２）～ 式（１３） 有

Ｖ（ ｔ） ≤ϱ ｅλ（ ｔ，ｔｋ－１ ）Ｖ（ ｔｋ－１ ） ≤ ϱｅλ（ ｔ，ｔｋ－１ ）ｅλ（ ｔｋ－１ ，ｔｋ－２ ）Ｖ（ ｔ ＋ｋ－２ ） ≤

ϱ２ｅλ（ ｔ，ｔｋ－２ ）Ｖ（ ｔｋ－２ ） ≤ … ≤ ϱｋｅλ（ ｔ，ｔ０ ）Ｖ（ ｔ０ ），ｔ ∈ ［ ｔｋ－１ ，ｔｋ） Ｔ。 （１４）
所以， Ｖ（ ｔ） ≤ ϱＮγ（ ｔ０，ｔ） ｅλ（ ｔ，ｔ０ ）Ｖ（ ｔ） 。 因为 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ϱＮγ（ ｔ０，ｔ） ｅλ（ ｔ，ｔ０ ） ＝ ０ ， 故系统 （１） 和 （２） 在脉冲控制

下达到同步。

推论 １　 当 Ｔ ＝ ｈＺ 时， 根据定义 ２， 有 ｅλ（ ｔ，ｔ０ ） ＝ ｅｘｐ（∫ ｔ

ｔ０
１ ／ ［ｈＬｏｇ（１ ＋ ｈλ）］△τ） ＝ ｅｘｐ［Ｌｏｇ（１ ＋

ｈλ） ｔ ／ ｈ － Ｌｏｇ（１ ＋ ｈλ） ｔ０ ／ ｈ］ ＝ （１ ＋ ｈλ） （ ｔ －ｔ０） ／ ｈ 。

公式 （７） 可以简化为
λ ＝ ａ^ ＋ ｂ＾ ｈ ＜ ０，

１ ＋ ａ^ｈ ＋ ｂ＾ ｈ２ ＞ ０，
ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ϱＮγ（ ｔ０，ｔ） （１ ＋ ｈλ） （ ｔ －ｔ０） ／ ｈ ＝ ０ ，

ì

î

í

ïï

ïï

可以得到系统 （１） 和 （２） 同步。

注 ２　 ｈＺ 不仅包含普通的差分方程形式 （ｈ ＝ １）， 也包含非特殊的差分形式 （ｈ≠１）。 当 ｈ ＝ １
时， 系统 （１） 可改写成

ｘｉ（ｎ ＋ １） ＝ ｘｉ（ｎ） － Ｃ ｉｘｉ（ｎ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（Ａｉｊｇ ｊ（ｘ ｊ（ｎ））） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｌ ＝ １
（Ａｉｊｌｇ ｊ（ｘ ｊ（ｎ））ｇｌ（ｘｌ（ｎ））） ＋ Ｉｉ（ｎ）。

本文可以得到类似定理 １ 的结果， 此结果是对文献 ［１５］ 的补充。 文献 ［１５］ 研究了具有时滞

和脉冲的离散高阶神经网络的稳定性。 文献 ［１７］ 提出了时标上一类中立型高阶 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络，
讨论其概周期解的全局指数稳定性。 不同的是， 本文加入脉冲控制器来研究时标上高阶神经网络的同

步， 结果更具一般性。 当 Ｔ ＝ Ｒ 时， 可以参考文献 ［１２］ 在连续情形上研究脉冲高阶 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 型神经

网络的稳定性。

４　 数据模拟结果
对于 Ｔ ＝ ∪ ＋ ∞

ｋ ＝ ０［ｋ， ｋ ＋ １ ／ ２］， 本文给出一个例子来证明前面得到结果的准确性。
考虑高阶神经网络

ｘ△
ｉ （ ｔ） ＝ － Ｃｘｉ（ ｔ） ＋ ∑

３

ｊ ＝ １
（Ａｉｊｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ））） ＋ ∑

３

ｊ ＝ １
∑

３

ｌ ＝ １
（Ａｉｊｌｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ））ｇｌ（ｘｌ（ ｔ）） ＋ Ｉｉ（ ｔ） （１５）

和

ｙ△
ｉ （ ｔ） ＝ － Ｃｉｙｉ（ ｔ） ＋ ∑

３

ｊ ＝ １
（Ａｉｊｙ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ））） ＋ ∑

３

ｊ ＝ １
∑

３

ｌ ＝ １
（Ａｉｊｌｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ））ｇｌ（ｙｌ（ ｔ））） ＋ Ｉｉ（ ｔ），ｔ ≠ ｔｋ，

△ｙｉ（ ｔ） ＝ ｄｉ（ｙｉ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（Ｗｉｊ（ｈ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｈ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）））） ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｌ ＝ １
｛Ｗｉｊｌ［ｈ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ））ｈｌ（ｙｌ（ ｔ）） － ｈ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ））ｈｌ（ｘｌ（ ｔ））］｝，ｔ ＝ ｔｋ。

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１６）

其中： ｉ ＝ １，２，３ ； ｇ１（ｚ） ＝ ｔａｎｈ（０􀆰 １６ｚ） ； ｇ２（ｚ） ＝ ｔａｎｈ（０􀆰 １４ｚ） ； ｇ３（ｚ） ＝ ｔａｎｈ（０􀆰 １６ｚ） ； ｈ１（ｚ） ＝ ｔａｎｈ（０􀆰 ２ｚ）；
ｈ２ （ｚ） ＝ ｔａｎｈ（０􀆰 ６ｚ） ； ｈ３ （ｚ） ＝ ｔａｎｈ（０􀆰 ５ｚ） ； Ｃ ＝ ｄｉａｇ（１􀆰 ６，１􀆰 ５，１􀆰 ３） ； Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ － ０􀆰 ２１， － ０􀆰 ７８， － ０􀆰 ６９）；

Ａ ＝
０􀆰 ０２ － ０􀆰 ０３ ０􀆰 １２

－ ０􀆰 ０５ ０􀆰 ６３ ０􀆰 ７４
－ １􀆰 ３５ ０􀆰 ２３ ０􀆰 ３４

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
； Ａ１ ＝

０􀆰 ０４ － ０􀆰 ０７ ０􀆰 ０３
０􀆰 ０３ ０􀆰 ０４ ０􀆰 １１
０􀆰 ０４ ０􀆰 １４ ０􀆰 １１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
； Ａ２ ＝

０􀆰 ０５ ０􀆰 ０２ ０􀆰 ０３
０􀆰 ０３ ０􀆰 ０２ ０􀆰 １４
０􀆰 ０４ ０􀆰 ０１ ０􀆰 １２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
； Ａ３ ＝
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０􀆰 ０３ － ０􀆰 ０１ ０􀆰 ０９
０􀆰 ０８ ０􀆰 １１ ０􀆰 １０

０ － ０􀆰 ０４ ０􀆰 ０１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
； Ｗ ＝

０􀆰 ４５ ０􀆰 ６１ ０􀆰 ６４
０􀆰 ４３ － ０􀆰 １４ ０􀆰 ８７
０􀆰 １２ ０􀆰 １９ ０􀆰 ６８

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
； Ｗ１ ＝

０􀆰 ２１ ０􀆰 ７２ － ０􀆰 １３
０􀆰 ３４ １􀆰 １０ ０􀆰 ２４
０􀆰 ２３ ０􀆰 ０９ ０􀆰 ３６

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
； Ｗ２ ＝

－ ０􀆰 １８ ０􀆰 ７８ － ０􀆰 ７４
０􀆰 ３４ ０􀆰 ９１ ０􀆰 ８３
０􀆰 ４５ ０􀆰 ９３ ０􀆰 ２０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
； Ａ３ ＝

０􀆰 ０９ － ０􀆰 １２ ０􀆰 ４
０􀆰 ９０ 　 ０􀆰 １０ ０􀆰 ４
０􀆰 ３０ ０􀆰 ２０ ０􀆰 １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
； Ｉ ＝

　 ２
－ １

　 ２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
。

在以上条件下， Ｍ ＝
０􀆰 １６
０􀆰 １６
０􀆰 １６

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Ｎ ＝

１
１
１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Ｋ ＝

０􀆰 １６ ０ ０
０ ０􀆰 １４ ０
０ ０ ０􀆰 １６

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Ｌ ＝

０􀆰 ２ ０ ０
０ ０􀆰 ６ ０
０ ０ ０􀆰 ５

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
。

经过简单地计算， 可求得 ａ^ ＝ － ２􀆰 ３０５ ５， ｂ＾ ＝ ２􀆰 ７９６ １。 当 μ（ ｔ） ＝ ０ 时， 显然满足定理 １ 的条件；
μ（ ｔ） ＝ １ ／ ２ 时， ａ^ ＋ ｂ＾ （ ｔ） ＝ － ０􀆰 ９０７ ５ ， １ ＋ μ（ ｔ）［ ａ^ ＋ ｂ＾ （ ｔ）］ ＝ ０􀆰 ５４６ ３， 定理 １ 成立。

图 １ 和图 ２ 分别描述了驱动系统和响应系统在 Ｔ ＝ ∪ ＋∞
ｋ ＝ ０ ［ｋ，ｋ ＋ １ ／ ２］ 的状态图， 其初值分别为

ｘ（０） ＝（０􀆰 ４，０􀆰 ９， － １􀆰 ４）Ｔ 和 ｙ（０） ＝（ － ０􀆰 ５，１􀆰 ４， － ０． ６） Ｔ ， 对应误差系统的轨迹如图 ３ 所示。 由图 ３ 可

知， 系统 （１５） 和系统 （１６） 达到同步。

x j(
t)

y j(
t) e j(
t)

x1(t)
x2(t)
x3(t)

y1(t)
y2(t)
y3(t)

e1(t)
e2(t)
e3(t)

图 1 驱动系统在 T=∪+∞ [k,k+1/2]的轨迹
Fig.1 Trajectories of the drive

system on T=∪+∞ [k,k+1/2]

图 2 响应系统在 T=∪+∞ [k,k+1/2]的轨迹
Fig.2 Trajectories of the response

system on T=∪+∞ [k,k+1/2]

图 3 误差系统在 T=∪+∞ [k,k+1/2]的轨迹
Fig.3 Trajectories of the error

system on T=∪+∞ [k,k+1/2]k=0k=0 k=0

k=0k=0k=0

t
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

t
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

t
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

1.0

1.5

0.5

0

-0.5

-1.0

-1.5

1.0

1.5

0.5

0

-0.5

-1.0

-1.5

0.8

1.0

0.4

0

-0.2

-0.6

-1.0

0.2

0.6

-0.4

-0.8

注 ３　 上述例子是在混合时域下进行数值模拟， 包含了离散和连续的结果。

５　 结论
本文研究了时标上脉冲高阶神经网络同步的充分条件， 并在 Ｔ ＝ ∪ ＋∞

ｋ ＝ ０ ［ｋ，ｋ ＋ １ ／ ２］ 上给出了一个

例子和数值模拟来说明结果的准确性。 通过模拟， 发现 Ｄ 和初值的选取受到限制， 在一定范围内，
误差系统的轨迹是收敛的， 反之， 系统 （１５） 和系统 （１６） 不会达到同步。 本文所用的方法还可以

推广运用到其他神经网络系统的研究上。
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