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无界区域上分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程的

近似人工边界条件

朱荣坤， 梁宗旗

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 为了研究无界区域上时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程， 利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值， 将无

界区域上时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程近似转化为无界区域上整数阶偏微分方程。 在此基础上， 利用人工

边界方法得到 ３ 种不同情形下无界区域上整数阶偏微分方程的人工边界条件， 从而将无界区域上时间分数

阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程近似转化成有界区域上人工边界条件下整数阶偏微分方程的初边值问题， 并证明了人

工边界条件下整数阶偏微分方程的稳定性。 最后， 构造了人工边界条件下整数阶偏微分方程的有限差分格

式， 并通过数值例子验证该格式的有效性。
［关键词］ 无界区域； 时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程； 人工边界条件； Ｌａｐｌａｃｅ 变换

［中图分类号］ Ｏ ２４１􀆰 ８２

Ｔｈｅ Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ Ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ Ｄｏｍａｉｎｓ

ＺＨＵ Ｒｏｎｇｋｕｎ ＬＩＡＮＧ Ｚｏｎｇｑｉ
 Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｊｉｍｅｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｘｉａｍｅｎ ３６１０２１ Ｃｈｉｎａ 

Ａｂｓｔｒａｃｔ Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｓｔｕｄｙ ｔｉｍｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｎ ａｎ ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ ｔｈｅ Ｌａｐｌａｃｅ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｗｅｒｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｋｌｅｉｎ⁃
Ｇｏｒｄｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ ｉｎｔｏ ａｎ ｉｎｔｅｇｅｒ ｏｒｄｅｒ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ
ｄｏｍａｉｎ． Ｏｎ ｔｈｅ ｂａｓｉｓ ｔｈｅ ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｉｎｔｅ⁃
ｇｅｒ ｏｒｄｅｒ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｒｅｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｉｔｕａｔｉｏｎｓ ｔｈｅｒｅｂｙ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｇ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａ⁃ ｔｉｏｎ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｎ ｔｈｅ ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ⁃ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｎ
ｔｈｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ⁃ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｎ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ． Ｆｉ⁃
ｎａｌｌｙ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ ｗａｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘ⁃
ａｍｐｌｅ ｓｈｏｗｅｄ ｔｈａｔ ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｉｍｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ 
Ｌａｐｌａｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ



　 第 ４ 期 朱荣坤， 等： 无界区域上分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程的近似人工边界条件

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ． ｊｍｕ． ｅｄｕ． ｃｎ ／ ｚｋｂ

０　 引言
分数阶微积分是现代数学理论和应用研究的一个新的重要分支， 它不仅是传统整数阶微积分理论

的推广， 同时由于分数阶微分算子的非局部性， 分数阶微分方程非常适合用来描述现实世界中具有记

忆和遗传性质的材料， 以及许多物理及动态系统过程， 从而分数阶微分方程在科学与工程的各个领域

得到了广泛的应用， 如光学、 流体力学、 化学、 物理学、 金融和其他自然科学［１ － ４］ 。 分数阶微分方程

理论研究和数值计算方法［５ － ６］是当今国内外学术界的最热门的研究课题之一。 出现在科学和工程领域

中的大量问题都是建立在无界区域上的， 最终大部分可归结为无界区域上分数阶微分方程， 如流体在

无限长管道中的流动、 波在空间中的传播等。 然而物理区域的无界性和分数阶微积分算子的非局部

性， 给无界区域上问题尤其分数阶微分方程的求解带来了本质性的困难和巨大的计算代价。 如何设置

人工边界并高效求解成为求解无界区域上偏微分方程和分数阶微分方程数值解的一个核心问题， 人工

边界方法已逐步发展成为数值求解无界区域上偏微分方程的一个重要且高效方法， 在科学技术的众多

领域中得到了广泛应用。
关于整数阶偏微分方程人工边界方法的研究， 人们针对不同方程和物理区域的人工边界应用多种

方法和技巧进行了大量研究， Ｈａｎ 等［７］应用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换得到了热传导方程的精确人工边界条件； 有

文献给出了二维 Ｌａｐｌａｃｅ 方程外问题的一系列各种精度的局部人工边界条件［８］ 、 非线性 ＫｄＶ 方程的透

明人工边界条件［９］ 、 一维三次非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的精确非线性人工边界条件［１０］ 等。 关于分数阶

微分方程的人工边界条件的研究文献很少， 主要的原因是对整数阶微分方程人工边界条件本身需要较

高的构造技巧和理论分析， 即使是简单的线性微分方程构造， 其人工边界条件也是困难的。 分数阶微

分方程不仅具有全局性， 而且分数阶导数还存在奇异性， 所以对无界区域上求得分数阶微分方程的精

确人工边界条件或近似人工边界条件是困难的。 Ｇａｏ 等［１１］ 研究了无界区域上时间分数阶次扩散方程

的精确人工边界条件； Ｚｈａｎｇ 等［１２］利用降阶法研究了无界区域上时间分数阶线性 ＫｄＶ 方程的人工边

界条件， 得到了其精确人工边界条件。 为了克服物理区域的无界性、 分数阶导数的非局部性， 减少计

算代价， 本文提出了一种利用人工边界方法［１１，１３ － １５］和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值［１６］ 求解无界区域上分数阶偏微分

方程的新的方法， 可将无界区域分数阶微分方程近似转化为有界区域上人工边界条件下整数阶偏微分

方程的初边值问题， 从而达到计算代价小、 简单、 高效的目的。
本文主要研究如下的无界区域上时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程为

Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） － ａ２ｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｂ２ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ（ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × （０，Ｔ］， （１）
ｕ（ｘ，０） ＝ φ（ｘ），ｕｔ（ｘ，０） ＝ ψ（ｘ），ｘ ∈ Ｒ， （２）

ｕ（ｘ，ｔ） → ０， ｜ ｘ ｜ → ∞ ，ｔ ∈ （０，Ｔ］。 （３）
其中： ｓｕｐｐ｛ψ，φ｝ ⊆ ［ｘｌ，ｘｒ］ ， ｓｕｐｐ｛ ｆ｝ ⊆ ［ｘｌ，ｘｒ］ × （０，Ｔ］ ； １ ＜ α ≤ ２；ａ，ｂ 为正实数。 α （１ ＜ α≤２）

阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数［１７］定义为 Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ ｔ） ＝ １ ／ Γ（２ － α）∫ ｔ

０
ｕ″（τ） ／ （τ － ｔ） （α－１） ｄτ 。

１　 人工边界方法
１􀆰 １　 预备知识

引理 １［１８］ 　 令 λ 是正实数， Ｊｖ（ ｔ） 为 Ｂｅｓｓｅｌ 函数， Ｉｖ（ ｔ） 为广义的 Ｂｅｓｓｅｌ 函数， Ｊｖ（ｘ） ＝

∑
＋∞

ｋ ＝ ０
［（ － １） ｋ ／ （ｋ！（ｋ ＋ ｖ）！）（ｘ ／ ２） ２ｋ＋ｖ］ ， Ｉｖ（ ｔ） ＝ ∑

＋∞

ｋ ＝ ０
［１ ／ （ｋ！（ｋ ＋ ｖ）！）（ｘ ／ ２） ２ｋ＋ｖ］ ， 则 Ｂｅｓｓｅｌ 函数和广义

Ｂｅｓｓｅｌ 函数的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换为： Ｌ［Ｊ０ （ λ ｔ）］ ＝ １ ／ ｓ２ ＋ λ ， Ｌ［ Ｉ０ （ λ ｔ）］ ＝ １ ／ ｓ２ － λ 。
引理 ２　 Ｉ０ 、 Ｉ１ 分别为 ０ 阶和 １ 阶广义的 Ｂｅｓｓｅｌ 函数， 则有 Ｉ０ ′（ｘ） ＝ Ｉ１ （ｘ） 。

证明　 由引理 １ 可知， Ｉ０ （ｘ） ＝ ∑
＋∞

ｋ ＝ ０
［１ ／ （ｋ！） ２ （ｘ ／ ２） ２ｋ］ ， 则有 Ｉ０ ′（ｘ） ＝ ∑

＋∞

ｋ ＝ ０
［ｋ ／ （ｋ！） ２ （ｘ ／ ２） ２ｋ－１ ］ ＝

·１５３·
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∑
＋∞

ｋ ＝ ０
［１ ／ （（ｋ － １）！ｋ！） ２ （ｘ ／ ２） ２ｋ－１ ］ ＝ ∑

＋∞

ｋ ＝ ０
［１ ／ （ｋ！（ｋ ＋ １）！） ２ （ｘ ／ ２） ２ｋ＋１ ］ ＝ Ｉ１ （ｘ） 。

引理 ３　 Ｉｖ 为 ｖ （ｖ≥１） 阶广义的 Ｂｅｓｓｅｌ 函数， 则有递推式 ２ Ｉｖ′（ｘ） ＝ Ｉｖ－１ （ｘ） ＋ Ｉｖ＋１ （ｘ） 。

证明　 由 Ｉｖ（ｘ） ＝ ∑
＋∞

ｋ ＝ ０
［１ ／ （ｋ！（ｋ ＋ ｖ）！）（ｘ ／ ２） ２ｋ＋ｖ］ ， 对其求导数， 得到

Ｉｖ′（ｘ） ＝ （１ ／ ２）∑
＋∞

ｋ ＝ ０
［（２ｋ ＋ ｖ） ／ （ｋ！（ｋ ＋ ｖ）！）（ｘ ／ ２）２ｋ＋ｖ－１ ］ ＝ ｛∑

＋∞

ｋ ＝ ０
［（ｋ ＋ ｖ） ／ （ｋ！（ｋ ＋ ｖ）！）（ｘ ／ ２）２ｋ＋ｖ－１ ］ ＋

∑
＋∞

ｋ ＝ ０
［ｋ ／ （ｋ！（ｋ ＋ ｖ）！）（ｘ ／ ２） ２ｋ＋ｖ－１ ］｝ ／ ２ ＝ ｛∑

＋∞

ｋ ＝ ０
［１ ／ （（ｋ！）（ｋ ＋ ｖ － １）！）（ｘ ／ ２） ２ｋ＋ｖ－１ ］ ＋

∑
＋∞

ｋ ＝ ０
［１ ／ （（ｋ － １）！（ｋ ＋ ｖ）！）（ｘ ／ ２） ２ｋ＋ｖ－１ ］｝ ／ ２ ＝ ｛∑

＋∞

ｋ ＝ ０
［１ ／ （ｋ！（ｋ ＋ ｖ － １）！）（ｘ ／ ２） ２ｋ＋ｖ－１ ］ ＋

∑
＋∞

ｋ ＝ ０
［１ ／ （ｋ！）（ｋ ＋ ｖ ＋ １）！）（ｘ ／ ２） ２ｋ＋ｖ＋１ ］｝ ／ ２ ＝ （ Ｉｖ－１ ＋ Ｉｖ＋１ ） ／ ２。

１􀆰 ２　 人工边界条件

Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的非局部性， 导致当前时间层的计算需要存储之前所有时间层的数据， 这给分数

阶导数的计算带来了巨大的存储代价。 为了克服这一困难， 对 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数做 Ｌａｐｌａｃｅ 变换， 可得

Ｌ｛ Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ）｝ ＝ ｓα ｕ^（ｘ，ｓ） － ｓα－１ｕ（ｘ，０） － ｓα－２ｕｔ（ｘ，０） ＝
ｓα［ ｕ^（ｘ，ｓ） － ｓ －１ｕ（ｘ，０） － ｓ －２ｕｔ（ｘ，０）］。 （４）

其中： ｓ 为时间变量 ｔ 做 Ｌａｐｌａｃｅ 变换后的信号变量， ｕ^ 为 ｕ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换。
对 ｓα 做 Ｌａｇｒａｎｇｅ 线性插值逼近， 可得

ｓα ≈ （α － １） ｓ２ ＋ （２ － α） ｓ。 （５）
将式 （５） 代入式 （４） 式中， 可得

Ｌ｛ Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ）｝ ≈［（α － １） ｓ２ ＋ （２ － α） ｓ］［ ｕ^（ｘ，ｓ） － ｓ －１ｕ（ｘ，０） － ｓ －２ｕｔ（ｘ，０）］ ＝

（α － １） ｓ２ ［ ｕ^（ｘ，ｓ） － ｓ －１ｕ（ｘ，０） － ｓ －２ｕｔ（ｘ，０）］ ＋

（２ － α） ｓ［ ｕ^（ｘ，ｓ） － ｓ －１ｕ（ｘ，０）］ － （２ － α） ｓ －１ｕｔ（ｘ，０）。 （６）
对式 （６） 做 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换， 可得

Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） ≈ （α － １）ｕｔｔ（ｘ，ｔ） ＋ （２ － α）ｕｔ（ｘ，ｔ） － （２ － α）ｕｔ（ｘ，０）。 （７）
　 　 将式 （７） 代入方程 （１） 中， 得到问题 （１）～ （３） 的近似问题为

（α － １）ｕｔｔ（ｘ，ｔ） ＋ （２ － α）ｕｔ（ｘ，ｔ） － ａ２ｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｂ２ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｇ（ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × （０，Ｔ］，
ｕ（ｘ，０） ＝ φ（ｘ），ｕｔ（ｘ，０） ＝ ψ（ｘ），ｘ ∈ Ｒ，
ｕ（ｘ，ｔ） → ０， ｜ ｘ ｜ → ∞ ，ｔ ∈ （０，Ｔ］。

ì

î

í

ïï

ïï
（８）

其中 ｇ（ｘ，ｔ） ＝ （２ － α）ψ（ｘ） ＋ ｆ（ｘ，ｔ） 。

现引入人工边界 ∑ ｒ
＝ ｛（ｘ，ｔ） ｜ ｘ ＝ ｘｒ｝，∑ ｌ

＝ ｛（ｘ，ｔ） ｜ ｘ ＝ ｘｌ｝ ， 人工边界∑ｒ、 ∑ｌ 将无界区

域 Ｒ ＝ （ －∞ ， ＋∞ ） 分割为 Ωｉ ＝ ［ｘｌ，ｘｒ］ 和 Ωｅ ＝ （ －∞ ，ｘｌ） ∪ （ｘｒ， ＋∞ ） 两部分。
考虑无界区域上 Ωｅ 问题 （８） 的外问题

（α － １）ｕｔｔ（ｘ，ｔ） ＋ （２ － α）ｕｔ（ｘ，ｔ） － ａ２ｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｂ２ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０，（ｘ，ｔ） ∈ Ωｅ × （０，Ｔ］，
ｕ（ｘ，０） ＝ ０，ｕｔ（ｘ，０） ＝ ０，ｘ ∈ Ωｅ，
ｕ（ｘ，ｔ） → ０， ｜ ｘ ｜ → ∞ ，ｔ ∈ （０，Ｔ］。

ì

î

í

ïï

ïï
（９）

对方程 （９） 做 Ｌａｐｌａｃｅ 变换， 得到如下的常微分方程为

（α － １） ｓ２ ｕ^（ｘ，ｓ） ＋ （２ － α） ｓｕ^（ｘ，ｓ） － ａ２ ｕ^ｓｓ（ｘ，ｓ） ＋ ｂ２ ｕ^（ｘ，ｔ） ＝ ０，
ｕ^（ｘ，ｓ） → ０， ｜ ｘ ｜ → ∞ 。{
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求解以上常微分得其解为

ｕ^（ｘ，ｓ） ＝
ｃ１ （ ｓ）ｅ －κｘ，ｘ ∈ （ｘｒ， ＋∞ ），

ｃ２ （ ｓ）ｅκｘ，ｘ ∈ （ －∞ ，ｘｌ）。{ （１０）

其中： ｃ１ （ ｓ）、ｃ２ （ ｓ） 为待定系数；κ ＝ （α － １） ｓ２ ＋ （２ － α） ｓ ＋ ｂ２ ／ ａ ＝ α － １ ／ （ａ （ ｓ ＋ ｍ） ２ ＋ λ），
ｍ ＝ （２ － α） ／ （２（α － １）） ， λ ＝ ｂ２ ／ （α － １） － （２ － α） ２ ／ （４（α － １） ２ ）。

式 （１０） 等价于

∂ ｕ^（ｘ，ｓ） ／ ∂ ｘ ＝
－ κｕ^（ｘ，ｓ），ｘ ∈ （ｘｒ， ＋∞ ），
κｕ^（ｘ，ｓ），ｘ ∈ （ －∞ ，ｘｌ）。{ （１１）

当 λ 满足不同的条件时， 式 （１１） 会得到所对应的人工边界条件， 因此分 ３ 类情况讨论。
情况 １　 当 λ ＝ ０， 即 ｂ２ ＝ （２ － α） ２ ／ （４（α － １）） 时， 式 （１１） 可写为

ｕ^ｘ（ｘ，ｓ） ＝
－ α － １ ／ ａ［ ｓ ＋ （２ － α） ／ （２（α － １））］ ｕ^（ｘ，ｓ），ｘ ∈ （ｘｒ， ＋∞ ），

α － １ ／ ａ［ ｓ ＋ （２ － α） ／ （２（α － １））］ ｕ^（ｘ，ｓ），ｘ ∈ （ －∞，ｘｌ）。
{ （１２）

对式 （１２） 做 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换， 可得

ｕｘ（ｘ，ｔ） ＝
－ α － １ ／ ａ［ｕｔ（ｘ，ｔ） ＋ （２ － α） ／ （２（α － １））ｕ（ｘ，ｔ）］，ｘ ∈ （ｘｒ， ＋∞ ），

α － １ ／ ａ［ｕｔ（ｘ，ｔ） ＋ （２ － α） ／ （２（α － １））ｕ（ｘ，ｔ）］，ｘ ∈ （ －∞ ， ｘｌ），
{

即

ｕｘ（ｘｒ，ｔ） ＝ － α － １ ／ ａ［ｕｔ（ｘｒ，ｔ） ＋ （２ － α） ／ （２（α － １））ｕ（ｘｒ，ｔ）］，

ｕｘ（ｘｌ，ｔ） ＝ α － １ ／ ａ［ｕｔ（ｘｌ，ｔ） ＋ （２ － α） ／ （２（α － １））ｕ（ｘｌ，ｔ）］。
从而， 当 λ ＝ ０ 时， 得到与问题 （１）～（３） 等价的人工边界条件下的初边值问题为：

（α － １）ｕｔｔ（ｘ，ｔ） ＋ （２ － α）ｕｔ（ｘ，ｔ） － ａ２ｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｂ２ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｇ（ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ） ∈ Ωｉ × （０，Ｔ］，

ｕｘ（ｘｒ，ｔ） ＝ － α － １ ／ ａ［ｕｔ（ｘｒ，ｔ） ＋ （２ － α） ／ （２（α － １））ｕ（ｘｒ，ｔ）］，０ ＜ ｔ ≤ Ｔ，

ｕｘ（ｘｌ，ｔ） ＝ α － １ ／ ａ［ｕｔ（ｘｌ，ｔ） ＋ （２ － α） ／ （２（α － １））ｕｔ（ｘｌ，ｔ）］，０ ＜ ｔ ≤ Ｔ，
ｕ（ｘ，０） ＝ φ（ｘ），ｕｔ（ｘ，０） ＝ ψ（ｘ），ｘ ∈ Ωｉ。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１３）

　 　 情况 ２　 当 λ ＞ ０， 即 ｂ２ ＞ （２ － α） ２ ／ （４（α － １）） 时， 式 （１１） 可写为：

ｕ^ｘ（ｘ，ｓ） ＝
－ α － １ ／ ａ （ ｓ ＋ ｍ） ２ ＋ λ ｕ^（ｘ，ｓ），ｘ ∈ （ｘｒ， ＋∞ ），

α － １ ／ ａ （ ｓ ＋ ｍ） ２ ＋ λ ｕ^（ｘ，ｓ），ｘ ∈ （ －∞ ， ｘｌ）。
{ （１４）

　 　 当 ｘ ∈（ｘｒ， ＋∞ ） 时， 式 （１４） 等价于

ｕ^ｘ（ｘ，ｓ） ＝ － α － １ ／ ａ［（ ｓ ＋ ｍ） ２ ／ （ ｓ ＋ ｍ） ２ ＋ λ１ ｕ^（ｘ，ｓ） ＋ λ ／ （ ｓ ＋ ｍ） ２ ＋ λ ｕ^（ｘ，ｓ）］。 （１５）
对式 （１５） 做 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换， 并利用引理 １ 和 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换的平移性及分部积分， 得到：

ｕｘ（ｘｒ，ｔ） ＝ － α － １ ／ ａ［ｅ －ｍｔ∫ ｔ

０
Ｊ０ （ λ（ ｔ － τ））ｕττ（ｘｒ，τ）ｄτ ＋ ｅ －ｍｔ∫ ｔ

０
λｅｍｔＪ０ （ λ（ ｔ － τ））ｕ（ｘｒ，τ）ｄｒ］ ＝

－ α － １ ／ ａｅ －ｍｔ［ｕｔ（ｘｒ，ｔ） ＋ λ∫ ｔ

０
Ｊ″０ （λ（ｔ － τ））ｕ（ｘｒ，τ）ｄτ ＋ λ ∫ ｔ

０
ｅｍｔＪ０ （ λ（ｔ － τ））ｕ（ｘｒ，τ）ｄτ］，

即

ｕｘ（ｘｒ，ｔ） ＋ α － １ ／ ａｅ －ｍｔｕｔ（ｘｒ，ｔ） ＝ － α － １ ／ ａλｅ －ｍｔ∫ ｔ

０
［Ｊ″０ （ λ（ ｔ － τ）） ＋

ｅｍｔＪ０ （ λ（ ｔ － τ）］ｕ（ｘｒ，τ）ｄτ。

同理可得， 当 ｘ ∈ （ －∞ ，ｘｌ） 时， ｕｘ（ｘｌ，ｔ） － α － １ ／ ａｅ －ｍｔｕｔ（ｘｌ，ｔ） ＝ α － １ ／ ａｐλｅ －ｍｔ∫ ｌ

０
［Ｊ″０ （λ（ｔ － τ）） ＋

ｅｍｔＪ０ （ λ（ｔ － τ）］ｕ（ｘｌ，τ）ｄτ 。 从而， 当 λ ＞ ０ 时， 与方程 （１）～（３） 等价的人工边界条件下的初边值问题

·３５３·
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为

（α － １）ｕｔｔ（ｘ，ｔ） ＋ （２ － α）ｕｔ（ｘ，ｔ） － ａ２ｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｂ２ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｇ（ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ） ∈ Ωｉ × （０，Ｔ］，

ｕｘ（ｘｒ，ｔ） ＋ α － １ ／ ａｅ －ｍｔｕｔ（ｘｒ，ｔ） ＝ － α － １ ／ ａλｅ －ｍｔ∫ ｔ

０
［Ｊ″０ （λ（ｔ － τ）） ＋

ｅｍｔＪ０ （ λ（ｔ － τ））］ｕ（ｘｒ，τ）ｄτ，ｔ ∈ （０，Ｔ］，

ｕｘ（ｘｌ，ｔ） － α － １ ／ ａｅ －ｍｔｕｔ（ｘｌ，ｔ） ＝ α － １ ／ ａｅ －ｍｔ∫ ｔ

０
［Ｊ″０ （ λ（ｔ － τ）） ＋

ｅｍｔＪ０ （ λ（ｔ － τ））］ｕ（ｘｌ，τ）ｄτ，ｔ ∈ （０，Ｔ］，
ｕ（ｘ，０） ＝ φ（ｘ），ｕｔ（ｘ，０） ＝ ψ（ｘ），ｘ ∈ Ωｉ。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（１６）

　 　 情况 ３　 当 λ ＜ ０， 即 ｂ２ ＜ （２ － α） ２ ／ （４ （α － １）） 时， 式 （１１） 可写为

ｕ^ｘ（ｘ，ｓ） ＝
－ α － １ ／ ａ （ ｓ ＋ ｍ） ２ － （ － λ） ｕ^（ｘ，ｓ），ｘ ∈ （ｘｒ， ＋∞ ），

α － １ ／ ａ （ ｓ ＋ ｍ） ２ － （ － λ） ｕ^（ｘ，ｓ），ｘ ∈ （ －∞ ，ｘｌ）。
{ （１７）

即

ｕ^ｘ（ｘ，ｓ） ＝ － α － １ ／ ａ（ｓ ＋ ｍ）２ ／ （ｓ ＋ ｍ）２ － （ － λ） ｕ^（ｘ，ｓ） ＋

λ ／ ａ （ｓ ＋ ｍ）２ － （ － λ） ｕ^（ｘ，ｓ）］。 （１８）
　 　 对式 （１８） 做 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换， 并利用引理 １ 和 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换的平移性， 同理得到

ｕｘ（ｘｒ，ｔ） ＋ α － １ ／ ａｅ －ｍｔｕｔ（ｘｒ，ｔ） ＝ － α － １ ／ ａλｅ －ｍｔ∫ ｔ

０
［ Ｉ″０ （ － λ（ ｔ － τ）） －

ｅｍｔＩ０ （ － λ（ ｔ － τ））］ｕ（ｘｒ，τ）ｄτ。 （１９）
利用引理 ２、 引理 ３ 和分部积分， 式 （１９） 可写为

ｕｘ（ｘｒ，ｔ） ＋ α － １ ／ ａｅ －ｍｔｕｔ（ｘｒ，ｔ） ＝ － α － １ ／ ａλｅ －ｍｔ∫ ｔ

０
［ Ｉ′１ （ － λ（ ｔ － τ）） － ｅｍｔＩ０ （ － λ（ ｔ － τ））］

ｕ（ｘｒ，τ）ｄτ ＝ － α － １ ／ ａλｅ －ｍｔ｛∫ ｔ

０
［ Ｉ２ （ － λ（ ｔ － τ）） ＋

Ｉ０（ － λ（ｔ － τ））］ｕ（ｘｒ，τ）ｄτ － ∫ ｔ

０
ｅｍｒＩ０（ － λ（ｔ － τ））］ｕ（ｘｒ，τ）ｄτ｝。

　 　 同理得到当 ｘ ＝ ｘｌ 时的人工边界条件， 当 λ ＜ ０ 时， 从而得到与方程 （１） ～（３） 等价的人工边界

条件的初边值问题为

（α － １）ｕｔｔ（ｘ，ｔ） ＋ （２ － α）ｕｔ（ｘ，ｔ） － ａ２ｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｂ２ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｇ（ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ） ∈ Ωｉ × （０，Ｔ］，

ｕｘ（ｘｒ，ｔ） ＋ α － １ ／ ａｅ －ｍｔｕｔ（ｘｒ，ｔ） ＝ － α － １ ／ ａλｅ －ｍｔ｛∫ ｔ

０
［ Ｉ２ （ － λ（ ｔ － τ）） ＋ Ｉ０ （ － λ

（ ｔ － τ））］ｕ（ｘｒ，τ） ／ ２ｄτ － ∫ ｔ

０
ｅｍｔＩ０ （ － λ（ ｔ － τ））

ｕ（ｘｒ，τ）ｄτ｝，ｔ ∈× （０，Ｔ］，

ｕｘ（ｘｌ，ｔ） － α － １ ／ ａｅ －ｍｔｕｔ（ｘｌ，ｔ） ＝ α － １ ／ ａλｅ －ｍｔ｛∫ ｔ

０
［ Ｉ２ （ － λ（ ｔ － τ）） ＋

Ｉ０ （ － λ（ ｔ － τ））］ｕ（ｘｌ，τ） ／ ２ｄτ －

∫ ｔ

０
ｅｍｔＩ０ （ － λ（ ｔ － τ））ｕ（ｘｌ，τ）ｄτ｝，ｔ ∈× （０，Ｔ］，

ｕ（ｘ，０） ＝ φ（ｘ），ｕｔ（ｘ，０） ＝ ψ（ｘ），ｘ ∈ Ωｉ。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２０）

　 　 根据 λ 的正负， 本节给出了无界区域上时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程 （１）～（３） ３ 类情况下的人工

边界条件。 不失一般性， 本文只研究人工边界条件下初边值问题 （２０） 的稳定性。
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２　 稳定性分析
定理 １　 假设 ｕ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ４，４ （［ｘｌ，ｘｒ］ × （０，Ｔ］） 是问题 （２０） 的解， 则 ｕ（ｘ，ｔ） 是无条件稳定的，

且满足 􀭹Ｅ（ ｔ） ≤ Ｅ（０） ＋ （１ ／ ２）∫ ｔ

０
∫ ｘｒ

ｘｌ
ｅｔ －τｇ２ （ｘ，τ）ｄｘｄτ ， 其中： 􀭹Ｅ（ ｔ） ＝ （１ ／ ２）∫ ｘｒ

ｘｅ
［（α － １）（ｕｔ（ｘ，ｔ）） ２ ＋

ａ２ （ｕｘ（ｘ，ｔ）） ２ ＋ （２ － α）∫ ｔ

０
（ｕτ（ｘ，τ）） ２ ｄτ ＋ ｂ２ （ｕ（ｘ，ｔ）） ２ ］ｄｘ ； Ｅ（０） ＝ （１ ／ ２） ∫ ｘｒ

ｘｌ
［（α － １）（ψ（ｘ）） ２ ＋

ａ２ （φ′（ｘ）） ２ ＋ ｂ２ （φ（ｘ）） ２ ］ｄｘ 。
证明　 用 ｕｔ（ｘ，ｔ） 乘以方程组 （２０） 的第一个式子， 在 ［ｘｌ，ｘｒ］ 上积分， 并利用式 （２０） 的二、

三个式子， 得到

∫ ｘｒ

ｘｌ
［（α － １）ｕｔｔ（ｘ，ｔ）ｕｔ（ｘ，ｔ） ＋ ａ２ｕｘｔ（ｘ，ｔ）ｕｘ（ｘ，ｔ） ＋ （２ － α）（ｕｔ（ｘ，ｔ）） ２ ＋ ｂ２ｕｔ（ｘ，ｔ）ｕ（ｘ，ｔ）］ｄｘ ＋

ａ２ｕｔ（ｘｒ，ｔ）Ｂ（ｕ（ｘｒ，ｔ）） ＋ ａ２ｕｔ（ｘｌ，ｔ）Ｂ（ｕ（ｘｌ，ｔ）） ＝ ∫ ｘｒ

ｘｌ
ｇ（ｘ，ｔ）ｕｔ（ｘ，ｔ）ｄｘ，

即

ｄ｛（１ ／ ２） ∫ ｘｒ

ｘｌ
［（α － １）（ｕｔ（ｘ，ｔ））２ ＋ ａ２（ｕｘ（ｘ，ｔ））２ ＋ ２（２ － α）∫ ｔ

０
（ｕτ（ｘ，τ））２ｄτ ＋ ｂ２（ｕ（ｘ，ｔ））２］ｄｘ｝ ／ ｄｔ ＋

ａ２ｕｔ（ｘｒ，ｔ）Ｂ（ｕ（ｘｒ，ｔ）） ＋ ａ２ｕｔ（ｘｌ，ｔ）Ｂ（ｕ（ｘｌ，ｔ）） ＝ ∫ ｘｒ

ｘｌ
ｇ（ｘ，ｔ）ｕｔ（ｘ，ｔ）ｄｘ。 （２１）

其中， Ｂ（ｕ（ｘ，ｔ）） ＝ α － １ ／ ａλｅ －ｍｔ∫ ｔ

０
［ Ｉ″０ （ － λ（ ｔ － τ）） － ｅｍｔＩ０ （ － λ（ ｔ － τ））］ｕ（ｘｌ，τ）ｄτ ＋

α － １ ／ ａλｅ －ｍｔｕｔ（ｘ，ｔ） 。 引入两个辅助函数 ｗ（１） （ｘ，ｔ）、ｗ（２） （ｘ，ｔ） ， 满足

（α － １）ｗ（１）
ｔｔ ＋ （２ － α）ｗ（１）

ｔ － ａ２ｗ（１）
ｘｘ ＋ ｂ２ｗ（１） ＝ ０，（ｘ，ｔ） ∈ Ｄｒ，

ｗ（ｘｒ，ｔ） ＝ ｕ（ｘｒ，ｔ），０ ≤ ｔ ≤ Ｔ，

ｗ（１） ｜ ｔ ＝ ０ ＝ ０，ｘｒ ＜ ｘ ＜ ＋∞ ，

ｗ（１）
ｔ ｜ ｔ ＝ ０ ＝ ０，ｘｒ ＜ ｘ ＜ ＋∞ 。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２２）

（α － １）ｗ（２）
ｔｔ ＋ （２ － α）ｗ（１）

ｔ － ａ２ｗ（２）
ｘｘ ＋ ｂ２ｗ（２） ＝ ０，（ｘ，ｔ） ∈ Ｄｌ，

ｗ（ｘｌ，ｔ） ＝ ｕ（ｘｌ，ｔ），０ ≤ ｔ ≤ Ｔ，

ｗ（２） ｜ ｔ ＝ ０ ＝ ０， －∞ ＜ ｘ ＜ ｘｌ，

ｗ（２）
ｔ ｜ ｔ ＝ ０ ＝ ０， －∞ ＜ ｘ ＜ ｘｌ。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２３）

其中： Ｄｒ ＝ ｛（ｘ，ｔ） ｜ １ ≤ ｘ ＜ ∞ ，０ ≤ ｔ ≤ Ｔ｝；Ｄｌ ＝ ｛（ｘ，ｔ） ｜ －∞ ≤ ｘ ＜ ｘｌ，０ ≤ ｔ ≤ Ｔ｝。
用 ｗ（１） （ｘ，ｔ）、ｗ（２） （ｘ，ｔ） 分别乘以式 （２２） 和式 （２３）， 在 ［ｘｒ， ＋∞ ），（ －∞ ，ｘｌ］ 上积分， 并利用式

（２０） 的第二、 三个式子， 得到

ａ２ｕｔ（ｘｒ，ｔ）Ｂ（ｕ（ｘｒ，ｔ）） ＝ ｄ｛（１ ／ ２） ∫ ＋∞

ｘｒ
［（α － １）（ｗ（１）

ｔ （ｘ，ｔ）） ２ ＋ ａ２ （ｗ（１）
ｘ （ｘ，ｔ）） ２ ＋

２（２ － α）∫ ｔ

０
（ｗ（１）

τ （ｘ，τ）） ２ ｄτ ＋ ｂ２ （ｗ（１） （ｘ，ｔ）） ２ ］ｄｘ｝ ／ ｄｔ， （２４）

ａ２ｕｔ（ｘｌ，ｔ）Ｂ（ｕ（ｘｌ，ｔ）） ＝ ｄ｛（１ ／ ２） ∫ｘｌ

－∞
［（α － １）（ｗ（２）

ｔ （ｘ，ｔ）） ２ ＋ ａ２ （ｗ（２）
ｘ （ｘ，ｔ）） ２ ＋

２（２ － α）∫ ｔ

０
（ｗ（２）

τ （ｘ，τ）） ２ ｄτ ＋ ｂ２ （ｗ（２） （ｘ，ｔ）） ２ ］ｄｘ｝ ／ ｄｔ， （２５）

将式 （２４） 和式 （２５） 代入式 （２１）， 得到

ｄ｛（１ ／ ２） ∫ ｘｒ

ｘｌ
［（α － １）（ｕｔ（ｘ，ｔ）） ２ ＋ ａ２ （ｕｘ（ｘ，ｔ）） ２ ＋ ２（２ － α）∫ ｔ

０
（ｕτ（ｘ，τ）） ２ ｄτ ＋ ｂ２ （ｕ（ｘ，ｔ）） ２ ］ｄｘ ＋
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（１ ／ ２） ∫
ｘｒ

＋∞
［（α － １）（ｗ（１）

ｔ （ｘ，ｔ）） ２ ＋ ａ２ （ｗ（１）
ｘ （ｘ，ｔ）） ２ ＋ ２（２ － α）∫ ｔ

０
（ｗ（１）

τ （ｘ，τ）） ２ ｄτ ＋

ｂ２ （ｗ（１） （ｘ，ｔ）） ２ ］ｄｘ ＋ （１ ／ ２）［∫ｘｌ

－∞
［（α － １）（ｗ（２）

ｔ （ｘ，ｔ）） ２ ＋ ａ２ （ｗ（２）
ｘ （ｘ，ｔ）） ２ ＋

２（２ － α）∫ ｔ

０
（ｗ（２）

τ （ｘ，τ）） ２ ｄτ ＋ ｂ２ （ｗ（２） （ｘ，ｔ）） ２ ］ｄｘ｝ ／ ｄｔ ＝ ∫ ｘｒ

ｘｌ
ｇ（ｘ，ｔ）ｕ（ｘ，ｔ） ｔｄｘ。 （２６）

令

Ｅ（ｔ） ＝ （１ ／ ２） ∫ ｘｒ

ｘｌ
［（α － １）（ｕｔ（ｘ，ｔ））２ ＋ ａ２ （ｕｘ（ｘ，ｔ））２ ＋ ２（２ － α）∫ ｔ

０
（ｕτ（ｘ，τ））２ ｄτ ＋ ｂ２ （ｕ（ｘ，ｔ））２ ］ｄｘ ＋

（１ ／ ２） ∫ ＋∞

ｘｒ
［（α － １）（ｗ（１）

ｔ （ｘ，ｔ）） ２ ＋ ａ２ （ｗ（１）
ｘ （ｘ，ｔ）） ２ ＋ ２（２ － α）∫ ｔ

０
（ｗ（１）

τ （ｘ，τ）） ２ ｄτ ＋

ｂ２ （ｗ（１） （ｘ，ｔ）） ２ ］ｄｘ ＋ （１ ／ ２）［∫ｘｌ

－∞
［（α － １）（ｗ（２）

ｔ （ｘ，ｔ）） ２ ＋ ａ２ （ｗ（２）
ｘ （ｘ，ｔ）） ２ ＋

２（２ － α）∫ ｔ

０
（ｗ（２）

τ （ｘ，τ）） ２ ｄτ ＋ ｂ２ （ｗ（２） （ｘ，ｔ）） ２ ］ｄｘ，

（２７）

Ｇ（ ｔ） ＝ （１ ／ ２） ∫ ｘｒ

ｘｌ
ｇ２ （ｘ，ｔ）ｄｘ。 （２８）

结合式 （２６） ～ 式 （２８） 并利用 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式得到： ｄＥ（ ｔ） ／ ｄｔ≤Ｅ（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ），ｔ∈ （０，Ｔ］ 。 利

用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式［１９］ 可得到 Ｅ（ ｔ） ≤ Ｅ（０） ＋ （１ ／ ２）∫ ｔ

０
ｅｔ －τＧ（τ）ｄτ ， 即 􀭹Ｅ ≤ Ｅ（ ｔ） ≤ Ｅ（０） ＋

（１ ／ ２）∫ ｔ

０
ｅｔ －τＧ（τ）ｄτ ， 其 中， 􀭹Ｅ（ ｔ） ＝ （１ ／ ２） ∫ ｘｒ

ｘｌ
［（α － １）（ｕｔ（ｘ，ｔ））２ ＋ ａ２ （ｕｘ（ｘ，ｔ））２ ＋ ２（２ － α）

∫ ｔ

０
（ｕτ（ｘ，τ）） ２ ｄτ ＋ ｂ２ （ｕ（ｘ，ｔ）） ２ ］ｄｘ 。 定理 １ 证毕。

３　 有限差分格式与数值模拟
为了验证利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换与人工边界方法来求解无界区域上时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程的有

效性， 本节仅对问题 （１３） 做数值离散和模拟。
３􀆰 １　 有限差分格式

记 Λ： ＝ ［ｘｌ，ｘｒ］ ， Ｉ ＝ ［０，Ｔ］ ， Ω ＝ Λ × Ｉ ， 将求解区域 Ω ＝ ｛（ｘ，ｔ） ｜ ｘｌ ≤ ｘ ≤ ｘｒ，０ ≤ ｔ ≤ Ｔ｝ 进

行网格剖分。 取正整数 Ｍ、 Ｎ， 令 ｈ ＝ （ｘｒ － ｘｌ） ／ Ｍ ， τ ＝ Ｔ ／ Ｎ ， ｘｉ ＝ ｘ０ ＋ ｉｈ（０ ≤ ｉ ≤ Ｍ） ， ｔｋ ＝ ｋτ
（０ ≤ ｋ ≤ Ｎ） ， 其中， ｈ 是空间步长， τ 为时间步长。

将 Ω 进行剖分， 记 Ωｈτ ＝ Ωｈ × Ωτ ， 其中： Ωｈ ＝ ｛ｘｉ ｜ ｘｉ ＝ ｘ０ ＋ ｉｈ，ｘ０ ＝ ｘｌ，ｘＭ ＝ ｘｒ，０ ≤ ｉ ≤ Ｍ；
Ωτ ＝ ｛ ｔｋ ｜ ｘｉ ＋ ｔ０ ＝ ｋτ，ｔ０ ＝ ０，ｔＮ ＝ Ｔ，０ ≤ ｋ ≤ Ｎ｝ 。 设 ｛ｖｋｉ ｜ ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，０ ≤ ｋ ≤ Ｎ｝ 为 Ωｈτ 上的一个

网格函数， δ０
ｔ ｖｋｉ ＝ （ｖｋ＋１

ｉ － ｖｋ－１
ｉ ） ／ （２τ） ， δ２

ｔ ｖｋｉ ＝ （ｖｋ＋１
ｉ － ２ｖｋｉ ＋ ｖｋ－１

ｉ －１ ） ／ τ２ ， δ２
ｘｖｋｉ ＝ （ｖｋｉ＋１ － ２ｖｋｉ ＋ ｖｋｉ－１ ） ／ ｈ２ ， δｔｕｎ

ｉ ＝
（ｕｎ＋１

ｉ － ｕｎ
ｉ ） ／ τ ， 定义网格函数空间 ｗｈ ＝ ｛ｕ ｜ ｕ ＝ （ｕ０ ，ｕ１ ，…，ｕＭ）｝。

引理 ４［１５］ 　 设 ｙ（ｘ） ∈ Ｃ３ ［ｘｌ，ｘｒ］ ， 其中 ｘｌ ＝ ｘ０ ， ｘｒ ＝ ｘＭ ， 则有： ｙ″（ｘ０ ） － ２［（ｙ（ｘ１ ） － ｙ（ｘ０ ）） ／
ｈ －ｙ′（ｘ０ ）］ ／ ｈ ＝ － ｈ ／ ３ｙ‴（ｘ０ ＋ θ１ｈ） ， θ１ ∈ （０，１） ； ｙ″（ｘＭ） － ２［（ｙ′（ｘＭ） － ｙ（ｘＭ－１ ）） ／ ｈ］ ／ ｈ ＝ － ｈ ／ ３ｙ‴
（ｘＭ －θ２ｈ） ， θ２ ∈ （０，１） 。

利用中心差分格式分别逼近时间空间二阶导数， 蛙跳格式逼近时间二阶导数， 并结合引理 ４ 将问

题 （１３） 离散成

·６５３·
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（α － １）δ２
ｔ ｕｎ

ｉ ＋ （２ － α）δ０
ｔ ｕｎ

ｉ － ａ２δ２
ｘｕｎ

ｉ ＋ ｂ２ｕｎ
ｉ ＝ ｇｎ

ｉ ，

（α － １）δ２
ｔ ｕｎ

Ｍ ＋ （２ － α）δ０
ｔ ｕｎ

Ｍ ＋ ２ａ２ ／ ｈ［ α － １ ／ ａ（δ０
ｔ ｕｎ

Ｍ ＋ （２ － α） ／ ２（α － １）ｕｎ
Ｍ） ＋

（ｕｎ
Ｍ － ｕｎ

Ｍ－１ ） ／ ｈ］ ＋ ｂ２ｕｎ
０ ＝ ｇｎ

Ｍ，

（α － １）δ２
ｔ ｕｎ

０ ＋ （２ － α）δ０
ｔ ｕｎ

０ － ２ａ２ ／ ｈ［ｕｎ
１ － ｕｎ

０ ） ／ ｈ － α － １ ／ ａ（δ０
ｔ ｕｎ

０ ＋

（２ － α） ／ ２（α － １）ｕｎ
０ ）］ ＋ ｂ２ｕｎ

０ ＝ ｇｎ
０ ，

ｕ０
ｉ ＝ φ（ｘｉ），δｔｕ０

ｉ ＝ ψ（ｘｉ）。

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（２９）

３􀆰 ２　 数值模拟

本节将通过数值例子来验证有限差分格式 （２８） 的有效性。
取时间 Ｔ ＝ １， 空间区间 ［ － π， π］， ａ ＝ ｂ ＝ １， 精确解为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｔ４ ｅ －ｘ２ ， 计算得到右端函数为

ｇ（ｘ，ｔ） ＝ ４ｅ －ｘ２ ／ Γ（５ － α） ｔ４－α － ｔ４ ｅ －ｘ２ （２ｘ２ － １） ＋ ｅ －ｘ２ ｔ４ 。 定义最大模意义下的误差为 Ｅ∞ （Ｍ，Ｎ） ＝
ｍａｘ

０≤ｉ≤Ｍ
｜ ｕ（ｘｉ，Ｔ） － ｕＮ

ｉ ｜ ， 分别取不同的 Ｎ 与Ｍ， 得到最大模下的误差如表 １ 所示。 由表 １ 可知， 数值解

逼近精确解， 具有较小的数值误差， 并且当 α 越靠近 １ 和 ２ 时， 数值误差越小。
表 １　 不同时间空间步长下的最大误差

Ｔａｂ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｅｍｐｏｒａｌ ａｎｄ ｓｐａｔｉａｌ ｎｏｄｅｓ

α （Ｍ，Ｎ） Ｅ∞ （Ｍ，Ｎ）

１􀆰 １０

（１００，１００） ２􀆰 ６４ × １０ － ２

（５００，５００） ４􀆰 ２０ × １０ － ３

（１ ０００，１ ０００） １􀆰 ５０ × １０ － ４

（１ ５００，１ ５００） ５􀆰 ８４ × １０ － ４

１􀆰 ３０

（１００，１００） ６􀆰 ５５ × １０ － ２

（５００，５００） ７􀆰 ８７ × １０ － ２

（１ ０００，１ ０００） ８􀆰 ０４ × １０ － ２

（１ ５００，１ ５００） ８􀆰 ０９ × １０ － ２

１􀆰 ５０

（１００，１００） １􀆰 ０８ × １０ － １

（５００，５００） １􀆰 １０ × １０ － １

（１ ０００，１ ０００） １􀆰 ２０ × １０ － １

（１ ５００，１ ５００） １􀆰 ２０ × １０ － １

１􀆰 ７０

（１００，１００） ８􀆰 ７２ × １０ － ２

（５００，５００） ９􀆰 ６８ × １０ － ２

（１ ０００，１ ０００） ９􀆰 ８０ × １０ － ２

（１ ５００，１ ５００） ９􀆰 ８４ × １０ － ２

１􀆰 ９０

（１００，１００） ２􀆰 ９３ × １０ － ２

（５００，５００） ３􀆰 ８０ × １０ － ２

（１ ０００，１ ０００） ３􀆰 ９２ × １０ － ２

（１ ５００，１ ５００） ３􀆰 ９４ × １０ － ２

１􀆰 ９９

（１００，１００） ５􀆰 ９５ × １０ － ３

（５００，５００） ３􀆰 ３７ × １０ － ３

（１ ０００，１ ０００） ３􀆰 ３９ × １０ － ３

（１ ５００，１ ５００） ３􀆰 ６５ × １０ － ３

４　 结论
利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值方法， 首先将分数阶微分方程转化为近似整数阶微分方程， 再

利用人工边界方法， 将无界区域上时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程转化为有界区域上具有精确人工边界

条件的整数阶偏微分方程问题， 同时证明了其稳定性。 最后， 构造了人工边界条件下整数阶偏微分方

·７５３·
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程的有限差分格式， 并利用数值例子验证格式的有效性。 该方法为无界区域上分数阶偏微分方程问题

的求解提供了一种新的理论方法， 不仅降低了计算代价， 而且简化了原问题， 说明利用人工边界方法

求解无界区域上分数阶微分方程是一个简单、 有效的方法。
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