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［摘要］ 研究时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程的有限差分方法。 构建基于 Ｌ１ 格式的时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒ⁃
ｄｏｎ 方程的均值有限差分格式， 利用一种新的能量分析方法证明有限差分格式的收敛性与稳定性。 最后，
通过数值例子验证该方法的有效性与可行性。
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ Ｌ１ ｆｏｒｍａｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

０　 引言
近年来， 由于分数阶微积分的不断发展， 分数阶微分方程在科学与工程的各个领域都得到了广泛

的应用， 如光学［１］ 、 流体力学［２］ 、 化学［３］ 、 物理学［４］ 、 金融［５］ 和其他自然科学［６］ 。 在分数阶微分方

程理论分析上， 已经有大量学者开展了许多重要的工作［６ － １４］ 。 但是， 大多数分数阶微分方程的精确

解依然难以直接给出， 即使是含有特殊函数的线性分数阶微分方程亦是如此。 由于这些特殊函数大多

是无穷级数， 其收敛速度比较慢， 导致这些函数的计算也变得相当困难。 因此， 分数阶偏微分方程的

数值求解成为当今相关研究领域的课题之一。
本文研究了时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程

Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） － ａ２ｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｂ２ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ（ｘ，ｔ）， ｘ ∈ ［ － Ｌ，Ｌ］， ｔ ∈ （０，Ｔ］， （１）
ｕ（ｘ，０） ＝ φ（ｘ）， ｕｔ（ｘ，０） ＝ ψ（ｘ）， ｘ ∈ ［ － Ｌ，Ｌ］， （２）

ｕ（ － Ｌ，ｔ） ＝ ０， ｕ（Ｌ，ｔ） ＝ ０， ｔ ∈ （０，Ｔ］。 （３）
其中： ｆ（ｘ，ｔ） 为已知函数； φ（ｘ） 、 ψ（ｘ） 为初值函数。 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数为
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Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ （１ ／ Γ（２ － α））∫ ｔ

０
（ ｔ － ｓ） １ －α∂２ｕ（ｘ，ｓ） ／ ∂ｓ２ ｄｓ， １ ＜ α ≤ ２。 （４）

　 　 关于时间 α （０ ＜ α≤１） 阶偏微分方程的数值解法， 已经有丰富的研究成果， 但相对时间 α （１ ＜
α≤２）阶偏微分方程而言， 其数值求解的研究成果比较欠缺。 Ｚｈａｎｇ 等［１２］ 将时空分数阶非线性 Ｋｌｅｉｎ⁃
Ｇｏｒｄｏｎ 方程进行有限差分 Ｌ１ 格式离散， 空间上进行谱离散， 利用线性化的方法将非线性项线性化，
并利用能量法证明其离散格式是无条件稳定的。 Ｖｏｎｇ 等通过构造一维和二维时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ
方程的空间紧差分格式， 得到空间上 ４ 阶的收敛阶， 并利用能量法证明了其收敛性和稳定性［１５ － １６］ 。
Ｃｈｅｎ 等［１７］利用时空谱方法求解了时间分数阶非线性 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程的数值解， 并证明了其离散格

式的收敛性和稳定性。 事实证明， 关于差分格式收敛性和稳定性的分析， 大都采用能量法证明数值解

是有条件或无条件稳定的。 Ｓｕｎ 等［１３］提出了一种新的能量分析方法来分析多项时间分数阶偏微分方

程的收敛性与稳定性， 给出有关 Ｃａｐｕｔｏ 导数 Ｌ１ 差分格式的相关结果， 证明了时间分数阶混合次扩散

方程和扩散波方程有限差分格式的收敛性与稳定性。 事实表明， 这种新的能量分析方法也能推广应用

到其他时间 α （１ ＜ α≤２） 阶偏微分方程的数值求解问题， 分析其有限差分格式的收敛性和稳定性。
因此， 本文利用这种新的能量分析方法， 严格证明时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程的 Ｌ１ 有限差分格式

的收敛性与稳定性。

１　 时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程有限差分的构建
记 Λ： ＝ ［ － Ｌ，Ｌ］ ， Ｉ ＝ （０，Ｔ］ ， Ω ＝ Λ × Ｉ ， 将求解区域 Ω ＝ ｛（ｘ，ｔ） － Ｌ ≤ ｘ ≤ Ｌ，０ ＜ ｔ ≤ Ｔ｝

进行网格剖分。 取正整数 Ｍ、 Ｎ， 令 ｈ ＝ ２Ｌ ／ Ｍ ， Δｔ ＝ Ｔ ／ Ｎ， ｘｉ ＝ ｘ０ ＋ ｉｈ（０ ≤ ｉ ≤ Ｍ） ， ｔｎ ＝ ｎΔｔ（１ ≤
ｎ ≤ Ｎ） ， 其中 ｈ 是空间步长， Δｔ 是时间步长。

将 Ω 进行剖分， 记： Ωｈ ＝ ｛ｘｉ ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ｝ ， ΩΔｔ ＝ ｛ ｔｎ １ ≤ ｎ ≤ Ｎ｝ 。 引入如下记号： δｘｕｎ
ｉ－１ ／ ２ ＝

（ｕｎ
ｉ － ｕｎ

ｉ－１ ） ／ ｈ ， δ２
ｘｕｎ

ｉ ＝ （δｘｕｎ
ｉ＋１ ／ ２ － δｘｕｎ

ｉ－１ ／ ２ ） ／ ｈ ， δｔｕｎ－１ ／ ２
ｉ ＝ （ｕｎ

ｉ － ｕｎ－１
ｉ ） ／ Δｔ ， ｕｎ－１ ／ ２

ｉ ＝ （ｕｎ
ｉ ＋ ｕｎ－１

ｉ ） ／ ２。
定义网格函数空间 ωｈ ＝ ｛ｕ ｕ ∈ Ωｈ，ｕ０ ＝ ｕＭ ＝ ０｝ ， 对于任意的 ｕ，ｖ ∈ ωｈ ， 定义如下的离散内

积 和 范 数： （ｕ，ｖ） ＝ ｈ∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
ｕｉｖｉ， ‖ｕ‖ ＝ （ｕ，ｕ） ， ‖ｕ‖∞ ＝ ｍａｘ

０≤ｉ≤Ｍ
ｕｉ ， （δｘｕ，δｘｖ） ＝

ｈ∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
（δｘｕｉ ＋１ ／ ２ ）（δｘｖｉ ＋１ ／ ２ ）， ‖δｘｕ‖２ ＝ （δｘｕ，δｘｕ） 。

引理 １［１８］ 　 假设 ｆ（ｔ）∈Ｃ３ （ｔ０ ，ｔｎ］ ， １ ＜ α ≤ ２ ， 则有 Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｆ（ｔｎ－１ ／ ２ ） ＝ ［Δｔ１－α ／ Γ（３ － α）］［ｂ（α）
０ δｔ ｆｎ－１ ／ ２ －

∑
ｎ－１

ｋ ＝ １
（ｂ（α）

ｎ－ｋ－１ － ｂα
ｎ－ｋ）δｔ ｆ ｋ－１ ／ ２ － ｂ（α）

ｎ－１ ｆ′（ ｔ０ ）］ ＋ Ｏ（Δｔ３ －α） ， 其中 ｂ（α）
ｌ ＝ （ ｌ ＋ １） ２ －α － ｌ２ －α ， ｌ≥０。

引理 ２［１８］ 　 设 α ∈ （１，２］ ， ｂ（α）
ｌ ＝ （ ｌ ＋ １） ２ －α － ｌ２ －α ， ｌ ≥ ０ ， 则有： １ ＝ ｂ（α）

０ ＞ ｂ（α）
１ ＞ ｂ（α）

２ ＞ … ＞
ｂ（α）

ｌ ＞ ０ ， （２ － α） ｌ１ －α ＜ ｂ（α）
ｌ －１ ＜ （２ － α）（ ｌ － １） １ －α 。

分别在节点 （ｘｉ，ｔｎ） 和（ｘｉ，ｔｎ－１ ） 考虑方程 （１）， 并相加得到

［ Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘｉ，ｔｎ） ＋ Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘｉ，ｔｎ－１ ）］ ／ ２ － （ａ２ ／ ２）［ｕｘｘ（ｘｉ，ｔｎ） ＋ ｕｘｘ（ｘｉ，ｔｎ－１ ）］ ＋ （ｂ２ ／ ２）［ｕ（ｘｉ，ｔｎ） ＋
ｕ（ｘｉ，ｔｎ－１ ）］ ＝ ［ ｆ（ｘｉ，ｔｎ） ＋ ｆ（ｘｉ，ｔｎ－１ ）］ ／ ２， １ ≤ ｉ ≤ Ｍ － １， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ。

　 　 对时间 Ｃａｐｕｔｏ 导数采用 Ｌ１ 格式逼近， 空间导数采用中心差分格式逼近， 得到

（Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））［ｂ（α）
０ δｔＵｎ－１ ／ ２

ｉ － ∑
ｎ－１

ｋ ＝ １
（ｂ（α）

ｎ－ｋ－１ － ｂ（α）
ｎ－ｋ ）δｔＵｋ－１ ／ ２

ｉ － ｂ（α）
ｎ－１ ψｉ］ ＝

ａ２δ２
ｘＵｎ－１ ／ ２

ｉ － ｂ２Ｕｎ－１ ／ ２
ｉ ＋ ｆｎ－１ ／ ２

ｉ ＋ Ｒｎ－１ ／ ２
ｉ ， １ ≤ ｉ ≤ Ｍ － １， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ， （５）

Ｕ０
ｉ ＝ φｉ， １ ≤ ｉ ≤ Ｍ － １， （６）

Ｕｎ
０ ＝ ０， Ｕｎ

Ｍ ＝ ０， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ。 （７）
其中： Ｕｎ

ｉ ＝ ｕ（ｘｉ，ｔｎ）； ｆｎｉ ＝ ｆ（ｘｉ，ｔｎ） 。 不难验证， 存在一个常数 Ｃ， 有 Ｒｎ－１ ／ ２
ｉ ≤ Ｃ（Δｔ３ －α ＋ ｈ２ ） ， １ ≤

·２２４·
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ｉ ≤ Ｍ － １ ， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ 。 省略余项并用 ｕｎ
ｉ 代替 Ｕｎ

ｉ ， 从而得到方程 （５） ～（７） 的有限差分格式为

（Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））［ｂ（α）
０ δｔｕｎ－１ ／ ２

ｉ － ∑
ｎ－１

ｋ ＝ １
（ｂ（α）

ｎ－ｋ－１ － ｂ（α）
ｎ－ｋ ）δｔｕｋ－１ ／ ２

ｉ － ｂ（α）
ｎ－１ ψｉ］ ＝

ａ２δ２
ｘｕｎ－１ ／ ２

ｉ － ｂ２ｕｎ－１ ／ ２
ｉ ＋ ｆｎ－１ ／ ２

ｉ ， １ ≤ ｉ ≤ Ｍ － １， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ， （８）
ｕ０

ｉ ＝ φｉ， １ ≤ ｉ ≤ Ｍ － １， （９）
ｕｎ

０ ＝ ０， ｕｎ
Ｍ ＝ ０， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ。 （１０）

２　 收敛性和稳定性分析

引理 ３［１３］ 　 对任意的 ψ，ｕ１ ，ｕ２ …ｕＮ ∈ωｈ ， 有 ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
［（ｂ（α）

０ ｕｎ － ∑
ｎ－１

ｋ ＝ １
（ｂα

ｎ－ｋ－１ － ｂ（α）
ｎ－ｋ ）ｕｋ － ｂ（α）

ｎ－１ ψ，ｕｎ］ ≥

（∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ｂ（α）

Ｎ－ｋ ｕｋ ２ － ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｂα

ｎ－１ ψ ２ ） ／ ２ ， １ ≤ ｍ ≤ Ｎ ， 其中 ｂ（α）
ｌ 为引理 １ 所注。

引理 ４［１３］ 　 对任意的网格函数 ψ ∈ Ωｈ ， Ｌ１ ＝ ２Ｌ ， 则不等式 ψ ２
∞ ≤ ε δｘψ ２ ＋ （１ ／ ε ＋

１ ／ Ｌ１ ） ψ ２ （ε ＞ ０） 成立。
引理 ５［１８］ 　 对任意的网格函数 ｕ，ｖ ∈ ωｈ ， ε ＞ ０， 则有 ｕｖ ≤ ｕ ２ ／ （４ε） ＋ ε ｖ ２ 。
定理 １ （稳定性） 　 假设 ｕ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ［４，３］

ｘ，ｔ （Ω） ， 且 ｛ｕＮ
ｉ ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ｝ 是如下差分格式的解，

（Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））［ｂ（α）
０ δｔｕｎ－１ ／ ２

ｉ － ∑
ｎ－１

ｋ ＝ １
（ｂ（α）

ｎ－ｋ－１ － ｂ（α）
ｎ－ｋ ）δｔｕｋ－１ ／ ２

ｉ － ｂ（α）
ｎ－１ ψｉ］ ＝

ａ２δ２
ｘｕｎ－１ ／ ２

ｉ － ｂ２ｕｎ－１ ／ ２
ｉ ＋ ｆ ｎ－１ ／ ２

ｉ ， １ ≤ ｉ ≤ Ｍ － １， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ， （１１）
ｕ０

ｉ ＝ φｉ， １ ≤ ｉ ≤ Ｍ － １， （１２）
ｕｎ

０ ＝ ０， ｕｎ
Ｍ ＝ ０， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ。 （１３）

则有 ｕＮ ２
∞ ≤ ［（２ａ２ ／ （Ｌ１ｂ２ ））（１ ＋ １ ＋ Ｌ２

１ｂ２ ／ ａ２ ） ］｛ δｘＵ０ ２ ＋ ｂ２ φ ２ ／ ａ２ ＋ ２Ｔ２－α ／ （ａ２ Γ（３ － α）） ψ ２ ＋

Δｔ（Ｔα－１ Γ（２ － α） ／ ４）∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｆｎ－１ ／ ２ ２ ｝。

证明　 用 ｈδｔｕｎ－１ ／ ２
ｉ 乘以式 （１１）， 并将 ｉ 从 １ 到 Ｍ － １ 求和， 得到

（Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））（ｂ（α）
０ δｔｕｎ－１ ／ ２

ｉ － ∑
ｎ－１

ｋ ＝ １
（ｂ（α）

ｎ－ｋ－１ － ｂ（α）
ｎ－ｋ ）δｔｕｋ－１ ／ ２

ｉ － ｂ（α）
ｎ－１ ψｉ，δｔｕｎ－１ ／ ２ ） ＝

ａ２ｈ∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
（δ２

ｘｕｎ－１ ／ ２
ｉ ）δｔｕｎ－１ ／ ２

ｉ － ｂ２ｈ∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ｕｎ－１ ／ ２

ｉ ）δｔｕｎ－１ ／ ２
ｉ ＋ ｈ∑

Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ ｆｎ－１ ／ ２

ｉ ）δｔｕｎ－１ ／ ２
ｉ ， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ。 （１４）

式 （１４） 等式右端第一部分和第二部分分别利用分部求和公式， 得到

ａ２ｈ∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
（δ２

ｘｕｎ－１ ／ ２
ｉ ）δｔｕｎ－１ ／ ２

ｉ ＝ － （ａ２ ／ （２Δｔ））［ δｘｕｎ ２ － δｘｕｎ－１ ２ ］， （１５）

－ ｂ２ｈ∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ｕｎ－１ ／ ２

ｉ ）δｔｕｎ－１ ／ ２
ｉ ＝ － （ｂ２ ／ （２Δｔ））［ ｕｎ ２ － ｕｎ－１ ２ ］。 （１６）

将式 （１５） ～ 式 （１６） 代入式 （１４） 中， 得到

（Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））（ｂ（α）
０ δｔｕｎ－１ ／ ２

ｉ － ∑
ｎ－１

ｋ ＝ １
（ｂ（α）

ｎ－ｋ－１ － ｂ（α）
ｎ－ｋ ）δｔｕｋ－１ ／ ２

ｉ － ｂ（α）
ｎ－１ ψｉ，δｔｕｎ－１ ／ ２ ） ＋ （ａ２ ／ （２Δｔ））

［ δｘｕｎ ２ － δｘｕｎ－１ ２ ］ ＋ （ｂ２ ／ （２Δｔ））［ ｕｎ ２ － ｕｎ－１ ２ ］ ≤ ｈ∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ ｆｎ－１ ／ ２

ｉ ）δｔｕｎ－１ ／ ２
ｉ 。 （１７）

式 （１７） 乘以 Δｔ， 将 ｎ 从 １ 到 Ｎ 求和， 并利用引理 ３， 得到

（Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｂ（α）

Ｎ－ｎ δｘｕｎ－１ ／ ２ ２ ＋ （ａ２ ／ ２） δｘｕＮ ２ ＋ （ｂ２ ／ ２） ｕＮ ２ ≤ （Δｔ２ －α ／ Γ（３ － α））

∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｂ（α）

ｎ－１ ψ ２ ＋ （ａ２ ／ ２） δｘｕ０ ２ ＋ （ｂ２ ／ ２） ｕ０ ２ ＋ Δｔ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｈ∑

Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ ｆｎ－１ ／ ２

ｉ ）δｔｕｎ－１ ／ ２
ｉ 。 （１８）

·３２４·
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式 （１８） 利用引理 ２， 得到

Δｔ（Ｔ１ －α ／ Γ（２ － α））∑
Ｎ

ｎ ＝ １
δｔｕｎ－１ ／ ２ ２ ＋ （ａ２ ／ ２） δｘｕＮ ２ ＋ （ｂ２ ／ ２） ｕＮ ２ ≤ （Δｔ２ －α ／ Γ（３ － α））

∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｂ（α）

ｎ－１ ψ ２ ＋ （ａ２ ／ ２） δｘｕ０ ２ ＋ （ｂ２ ／ ２） ｕ０ ２ ＋ Δｔ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｈ∑

Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ ｆｎ－１ ／ ２

ｉ ）δｔｕｎ－１ ／ ２
ｉ 。 （１９）

　 　 利用引理 ５， 式 （１９） 右端最后一项得

Δｔ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｈ∑

Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ ｆｎ－１ ／ ２

ｉ ）δｔｕｎ－１ ／ ２
ｉ ≤ Δｔ（Ｔ１ －α ／ Γ（２ － α））∑

Ｎ

ｎ ＝ １
δｔｕｎ－１ ／ ２ ２ ＋

Δｔ（Ｔα－１ Γ（２ － α） ／ ４）∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｆｎ－１ ／ ２ ２ 。 （２０）

将式 （２０） 代入式 （１９） 中， 得到

（ａ２ ／ ２） δｘｕＮ ２ ＋ （ｂ２ ／ ２） ｕＮ ２ ≤ （ａ２ ／ ２） δｘｕ０ ２ ＋ （ｂ２ ／ ２） ｕ０ ２ ＋

（Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｂ（α）

ｎ－１ ψ ２ ＋ Δｔ（Ｔα－１ Γ（２ － α） ／ ４）∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｂ（α）

Ｎ－ｎ ｆｎ－１ ／ ２ ２ 。 （２１）

由引理 ２ 可知， （Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｂ（α）

ｎ－１ ψ ２ ＝ （Ｔ２ －α ／ Γ（３ － α）） ψ ２ 。 式 （２１） 可写成

（ａ２ ／ ２） δｘｕＮ ２ ＋ （ｂ２ ／ ２） ｕＮ ２ ≤ （ａ２ ／ ２） δｘｕ０ ２ ＋ （ｂ２ ／ ２） ｕ０ ２ ＋

（Ｔ２ －α ／ Γ（３ － α）） ψ ２ ＋ Δｔ（Ｔα－１ Γ（２ － α） ／ ４）∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｆｎ－１ ／ ２ ２ 。 （２２）

式 （２２） 可改写为

δｘｕＮ ２ ＋ （ｂ２ ／ ａ２ ） ｕＮ ２ ≤ δｘｕ０ ２ ＋ （ｂ２ ／ ａ２ ） ｕ０ ２ ＋

２Ｔ２ －α ψ ２ ／ （ａ２ Γ（３ － α）） ＋ Δｔ（Ｔα－１ Γ（２ － α） ／ ４）∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｆｎ－１ ／ ２ ２ 。 （２３）

　 　 利用引理 ４， 有 （１ ／ ε ＋ １ ／ Ｌ） ／ ε ＝ ｂ２ ／ ａ２ ， 即取 ε ＝ ［（２ａ２ ／ （Ｌ１ｂ２ ））（１ ＋ １ ＋ Ｌ２
１ｂ２ ／ ａ２ ）］ ， 则式

（２３） 变为

ｕＮ ２
∞ ≤［（２ａ２ ／ （Ｌ１ｂ２ ））（１ ＋ １ ＋ Ｌ２

１ｂ２ ／ ａ２ ）］［ δｘｕＮ ２ ＋ （ｂ２ ／ ａ２ ） ｕＮ ２ ］ ≤

［（２ａ２ ／ （Ｌ１ｂ２ ））（１ ＋ １ ＋ Ｌ２
１ｂ２ ／ ａ２ ）］｛ δｘｕ０ ２ ＋ （ｂ２ ／ ａ２ ） φ ２ ＋

（２Ｔ２ －α ψ ２ ／ （ａ２ Γ（３ － α）） ＋ Δｔ（Ｔα－１ Γ（２ － α） ／ ４）∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｆｎ－１ ／ ２ ２ ｝。

（２４）

定理 １ 证毕。
类似于定理 １ 的证明， 差分格式 （１１） ～（１３） 有如下的收敛性， 即定理 ２。
定理 ２ （ 收 敛 性 ） 　 假 设 ｕ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ［４，３］

（ｘ，ｔ） （Ω） ， ｕ（ｘ，ｔ） 是 方 程 （ ５ ） ～ （ ７ ） 的 解，
｛ｕｎ

ｉ ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，１ ≤ ｎ ≤ Ｎ｝ 是有限差分格式 （１１） ～（１３） 的解， 记 ｅｎ
ｉ ＝ ｕ（ｘｉ，ｔｎ） － ｕｎ

ｉ ， ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ ， １ ≤

ｎ ≤ Ｎ ， 则有 ｅＮ
∞ ≤ Ｃ１（Δｔ３－α ＋ ｈ２） ， 其中， Ｃ１ ＝ ［（ａ２ ／ （Ｌ１ｂ２））（１ ＋ １ ＋ Ｌ２

１ｂ２ ／ ａ２ ）］（ＴαΓ（２ － α） ／ ２）。
证明　 用式 （５） ～ 式 （７） 减去式 （１１） － 式 （１３）， 得到

（Δｔ１ －α ／ Γ（３ － α））［ｂ（α）
０ δｔｅｎ－１ ／ ２

ｉ － ∑
ｎ－１

ｋ ＝ １
（ｂ（α）

ｎ－ｋ－１ － ｂ（α）
ｎ－ｋ ）δｔｅｋ－１ ／ ２

ｉ ］ ＝

ａ２δ２
ｘｅｎ－１ ／ ２

ｉ － ｂ２ｅｎ－１ ／ ２
ｉ ＋ Ｒｎ－１ ／ ２

ｉ ， １ ≤ ｉ ≤ Ｍ － １， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ， （２５）
ｅ０

ｉ ＝ ０， １ ≤ ｉ ≤ Ｍ － １， （２６）
ｅｎ

０ ＝ ０， ｅｎ
Ｍ ＝ ０， １ ≤ ｎ ≤ Ｎ。 （２７）

式 （２５） ～ 式 （２７） 利用定理 １， 得到 ｅＮ ２
∞ ≤ ［（２ａ２ ／ （Ｌ１ｂ２ ））（１ ＋ １ ＋ Ｌ２

１ｂ２ ／ ａ２ ）］（Ｔα－１ Γ（２ －

·４２４·
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α） ／ ４）Δｔ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
Ｒｎ－１ ／ ２ ２ ＝ ［（ａ２ ／ （Ｌ１ｂ２ ））（１ ＋ １ ＋ Ｌ２

１ｂ２ ／ ａ２ ）］（Ｔα－１ Γ（２ － α） ／ ２）Δｔ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
Ｒｎ－１ ／ ２ ２ ≤

［（ａ２ ／ （Ｌ１ｂ２ ））（１ ＋ １ ＋ Ｌ２
１ｂ２ ／ ａ２ ）］（ＴαΓ（２ － α） ／ ２）（Δｔ３ －α ＋ ｈ２ ） ２ 。 将其两端开方得到 ｅＮ

∞ ≤

［（ａ２ ／ （Ｌ１ｂ２ ））（１ ＋ １ ＋ Ｌ２
１ｂ２ ／ ａ２ ）］（ＴαΓ（２ － α） ／ ２） （Δｔ３ －α ＋ ｈ２ ） ２ 。 定理 ２ 证毕。

３　 数值例子
本节通过数值例子来验证有限差分格式 （１１） ～（１３） 的误差和收敛阶。 取时间 Ｔ ＝ １， 时间步长

Δｔ ＝ １ ／ Ｎ， 空间 Ｌ ＝ ５， 空间步长 ｈ ＝ ２Ｌ ／ Ｍ， ａ ＝ ｂ ＝ １。 记 Ｅ∞ （ｈ，Δｔ） ＝ ｍａｘ
１≤ｊ≤Ｍ－１

｜ ｕ（ｘ ｊ，ｔｎ） － ｕｎ
ｊ ｜ ， 时间

收敛阶为 Ｏｒｄｅｒ１ ＝ ｌｏｇ２ （Ｅ∞ （ｈ，Δｔ） ／ Ｅ∞ （ｈ，Δｔ ／ ２））， 空间收敛阶为 Ｏｒｄｅｒ２ ＝ ｌｏｇ２ （Ｅ∞ （ｈ，Δｔ） ／ Ｅ∞ （ｈ ／ ２，
Δｔ））。

例 １　 考虑时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程： Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） － ａ２ｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｂ２ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ（ｘ，ｔ）， ｘ ∈
［ － ５，５］， ｔ ∈ （０，１］ 。 边界条件： ｕ（ － ５，ｔ） ＝ ０， ｕ（５，ｔ） ＝ ０， ｔ ∈ （０，１］ 。 初始条件： ｕ（ｘ，０） ＝ ０，
ｕｔ（ｘ，０） ＝ ０， ｘ ∈ ［ － ５，５］ 。 方程 （１） ～（３） 源项为 ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ６ｅ －ｘ２ ｔ３ －α ／ Γ（４ － α） － ｅ －ｘ２ （４ｘ２ － ２） ｔ３ ＋
ｅ －ｘ２ ｔ３ 。 方程 （１） ～（３） 精确解为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｅ －ｘ２ ｔ３ 。

表 １ 分别给出了 α ＝ １􀆰 ３、 １􀆰 ５、 １􀆰 ８ 和 Δｔ ＝ １ ／ １０、 １ ／ ２０、 １ ／ ４０、 １ ／ ８０ 差分格式 （１１） ～（１３） 的误

差和收敛阶。 从表 １ 中可以看出， 差分格式 （１１） ～（１３） 在无穷模下的时间方向上收敛阶为 ３ － α。
表 ２ 给出了 α ＝ １􀆰 ３、 １􀆰 ５、 １􀆰 ８ 和 Ｍ ＝ １０、 ２０、 ４０、 ８０ 差分格式 （１１） ～（１３） 在 Ｔ ＝ １ 处的误差和收

敛阶， 得到无穷模下的空间收敛阶为 ２。 由表 １ 和表 ２ 可以看出， 差分格式 （１１） ～（１３） 的收敛速度

较快， 而且数值结果和理论分析结果是一致的。

表２　 例１ 的不同空间步长下的最大误差及收敛阶（Ｎ ＝１ ０００）
Ｔａｂ􀆰 ２　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ
ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｐａｔｉａｌ ｎｏｄｅ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １ （Ｎ ＝ １ ０００）
α Ｍ Ｅ∞ （ｈ，Δｔ） Ｏｒｄｅｒ２

１􀆰 ３

１０ ７􀆰 ６９１ ５ × １０ － ２ —

２０ １􀆰 ８３８ ６ × １０ － ２ ２􀆰 ０６４ ７

４０ ４􀆰 ４９５ ５ × １０ － ３ ２􀆰 ０３２ １

８０ １􀆰 １１９ ８ × １０ － ３ ２􀆰 ００５ ３

１􀆰 ５

１０ ６􀆰 ３３７ ２ × １０ － ２ —

２０ ６􀆰 ９２７ ０ × １０ － ３ １􀆰 ９８５ ５

４０ ３􀆰 ９６４ ３ × １０ － ３ ２􀆰 ０１３ １

８０ １􀆰 ００２ ２ × １０ － ３ １􀆰 ９８３ ９

１􀆰 ８

１０ ４􀆰 ４４２ ２ × １０ － ２ —

２０ １􀆰 １１３ ３ × １０ － ３ １􀆰 ９９６ ４

４０ ２􀆰 ６８９ ５ × １０ － ３ ２􀆰 ０４９ ４

８０ ６􀆰 ７００ ７ × １０ － ４ ２􀆰 ００５ ０

表１　 例１ 的不同时间步长下的最大误差及收敛阶 （Ｍ ＝１ ０００）
Ｔａｂ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｎｏｄｅ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １ （Ｍ ＝ １ ０００）

α Δｔ Ｅ∞ （ｈ，Δｔ） Ｏｒｄｅｒ１

１􀆰 ３

１ ／ １０ ８􀆰 ３８５ ５ × １０ － ３ —

１ ／ ２０ ２􀆰 ５９７ ０ × １０ － ３ １􀆰 ６９１ １

１ ／ ４０ ８􀆰 ０３１ ４ × １０ － ４ １􀆰 ６９３ １

１ ／ ８０ ２􀆰 ４９２ ７ × １０ － ４ １􀆰 ６８８ ０

１􀆰 ５

１ ／ １０ １􀆰 ９３６ ５ × １０ － ２ —

１ ／ ２０ ６􀆰 ９２７ ０ × １０ － ３ １􀆰 ４８３ １

１ ／ ４０ ２􀆰 ４６３ ８ × １０ － ３ １􀆰 ４９１ ４

１ ／ ８０ ８􀆰 ７４７ ７ × １０ － ４ １􀆰 ４９３ ９

１􀆰 ８

１ ／ １０ ５􀆰 ９５３ ４ × １０ － ２ —

１ ／ ２０ ２􀆰 ６３１ ７ × １０ － ２ １􀆰 １７７ ７

１ ／ ４０ １􀆰 １５４ ８ × １０ － ２ １􀆰 １８０ ０

１ ／ ８０ ２􀆰 １７９ ３ × １０ － ３ １􀆰 １８８ ３

例 ２ 　 考虑时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程： Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） － ａ２ｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｂ２ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ（ｘ，ｔ）， ｘ ∈
［ － ５，５］， ｔ ∈ （０，１］ 。 边界条件： ｕ（ － ５，ｔ） ＝ ０， ｕ（５，ｔ） ＝ ０， ｔ ∈ （０，１］ 。 初始条件： ｕ（ｘ，０） ＝ ｘ２ － ２５，
ｕｔ（ｘ，０） ＝ ０， ｘ ∈ ［ － ５，５］ ， 方程 （１） ～（３） 源项为： ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ６（ｘ２ － ２５）ｔ３－α ／ Γ（４ － α） － ２（ｔ３ ＋ １） ＋

·５２４·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

（ｘ２ － ２５）（ ｔ３ ＋ １） 。 方程 （１） ～（３） 精确解为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ （ｘ２ － ２５）（ ｔ３ ＋ １） 。
同例 １， 例 ２ 给出了有关时间和空间方向上无穷模下的误差和收敛阶。 由表 ３ 可以看出， 当 α ＝

１􀆰 ３、 １􀆰 ５、 １􀆰 ８、 时间步长成 １ ／ ２ 倍减少时， 差分格式 （１１） ～（１３） 的时间方向上是 ３ － α 阶收敛的。
由表 ４ 可以看出， 当 α ＝ １􀆰 ３、 １􀆰 ５、 １􀆰 ８ 时差分格式 （１１） ～（１３） 在无穷模下的空间方向上收敛阶

为 ２。 这与定理 ２ 中差分格式的收敛阶是 Ｏ（Δｔ３ －α ＋ ｈ２ ） 是一致的， 说明数值结果和理论分析是一致。

表４　 例２ 的不同空间步长下的最大误差及收敛阶（Ｎ ＝１ ０００）
Ｔａｂ􀆰 ４　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ
ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｐａｔｉａｌ ｎｏｄｅ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２ （Ｎ ＝ １ ０００）
α Ｍ Ｅ∞ （ｈ，Δｔ） Ｏｒｄｅｒ２

１􀆰 ３

１０ ２􀆰 ９４９ ９ × １０ － ２ —

２０ ７􀆰 １２９ ２ × １０ － ３ ２􀆰 ０４８ ９

４０ １􀆰 ７６８ ４ × １０ － ３ ２􀆰 ０１１ ３

８０ ４􀆰 ４３５ ９ × １０ － ４ １􀆰 ９９５ １

１􀆰 ５

１０ ２􀆰 ５４３ １ × １０ － ２ —

２０ ６􀆰 ２６６ ０ × １０ － ３ ２􀆰 ０２１ ０

４０ １􀆰 ５７２ ３ × １０ － ３ １􀆰 ９９４ ７

８０ ４􀆰 ０７３ ４ × １０ － ４ １􀆰 ９４８ ６

１􀆰 ８

１０ １􀆰 ９１３ ９ × １０ － ２ —

２０ ５􀆰 ０４８ ４ × １０ － ３ １􀆰 ９２２ ６

４０ １􀆰 ４４７ ６ × １０ － ３ １􀆰 ８０２ ２

８０ ５􀆰 ４５３ ９ × １０ － ４ １􀆰 ４０８ ３

表３　 例２ 的不同时间步长下的最大误差及收敛阶（Ｍ ＝１ ０００）
Ｔａｂ􀆰 ３　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ
ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｎｏｄｅ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２ （Ｍ ＝ １ ０００）

α Δｔ Ｅ∞ （ｈ，Δｔ） Ｏｒｄｅｒ１

１􀆰 ３

１ ／ １０ １􀆰 １１２ ２ × １０ － １ —

１ ／ ２０ ３􀆰 ４４８ ２ × １０ － ２ １􀆰 ６８９ ６

１ ／ ４０ １􀆰 ０６４ ８ × １０ － ２ １􀆰 ６９５ ２

１ ／ ８０ ３􀆰 ２８２ ７ × １０ － ３ １􀆰 ６９７ ７

１􀆰 ５

１ ／ １０ ２􀆰 ４７０ ４ × １０ － １ —

１ ／ ２０ ８􀆰 ８４５ ８ × １０ － ２ １􀆰 ４８１ ７

１ ／ ４０ ３􀆰 １４６ ９ × １０ － ２ １􀆰 ４９１ １

１ ／ ８０ １􀆰 １１５ ９ × １０ － ２ １􀆰 ４９５ ６

１􀆰 ８

１ ／ １０ ７􀆰 １１６ ８ × １０ － １ —

１ ／ ２０ ３􀆰 １３１ ２ × １０ － １ １􀆰 １８４ ４

１ ／ ４０ １􀆰 ３７１ １ × １０ － １ １􀆰 １９１ ３

１ ／ ８０ ５􀆰 ９８８ １ × １０ － ２ １􀆰 １９５ ２

４　 结论
本文利用新的能量分析方法， 证明了时间分数阶 Ｋｌｅｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程标准 Ｌ１ 差分格式的稳定性与

收敛性。 数值例子证明， 该方法是一个简单、 经济和高效的数值方法。 下一步的研究将基于 Ｌ１ 新的

能量分析方法推广应用到其他时间分数阶偏微分方程上， 证明其有限差分格式解的稳定性和收敛性。
除此之外， 还可以建立基于 Ｌ２ 新的能量分析法来证明时间分数阶微分方程高阶的差分格式稳定性和

收敛性。
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