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［摘要］ 研究具变系数和弱阻尼的非局部高阶波方程的渐近行为。 通过合理的先验估计及经典 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法， 证明方程整体解的存在唯一性； 根据先验估计引理， 得到有界吸收集。 结果表明， 当变系数 ａ（ｘ） ≥
ａ００ ＞ ０ 时， 该类方程存在整体吸引子族。
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０　 引言
设 Ω ⊂ ＲＮ 是具有光滑边界的有界区域， 本文主要研究 Ω 上具有变系数和弱阻尼非局部高阶波方

程的渐近行为， 即

ｕｔｔ ＋ ａ（ｘ）ｕｔ ＋ （ － Δ） ２ｍｕ ＋ Ｍ（‖ Ñ
ｍｕ‖２ ）（ － Δ） ｍｕ ＋ ｇ（ｘ，ｕ） ＝ ｆ（ｘ），

ｕ ＝ ０， ∂ ｉｕ ／ ∂ｖｉ ＝ ０，ｉ － １，２，…，２ｍ － １， ｘ ∈ Γ， ｔ ≥ ０，
ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０ （ｘ）， ｕｔ（ｘ，０） ＝ ｕ１ （ｘ）， ｘ ∈ Ω。
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其中： Γ 为 Ω 的光滑边界； ｖ 是边界 Γ 上的外法向量； ｍ ＞ １ ； ａ（ｘ） 为变系数函数； Ｍ（ Ñ
ｍｕ ２ ） 是

非负一阶连续可导函数； ｇ（ｘ，ｕ） 是满足一定增长条件和耗散条件的非线性函数； ｆ（ｘ） 是外力项。
波动方程通常描述弦的振动规律或者波的运动规律， 弦的振动和波的运动通常伴随着阻尼和外

力， 阻尼通常来自于物体内摩擦或者介质摩擦。 梁方程作为一类特殊的波动方程， 主要描述梁的偏转

和实用负载关系， 该方程与基础建设如房屋、 桥梁、 公路、 铁路等息息相关。 Ｗｏｉｎｏｗｓｋｙ⁃Ｋｒｉｅｇｅｒ［１］ 于

１９５０ 年研究了一维问题下梁的振动问题， 建立了模型

ｕｔｔ － αｕｘｘｘｘ － （β ＋ γ ∫Ｌ

０
ｕｘ

２ ｄｘ） ｕｘｘ ＝ ０。 （２）

式（２）中的非线性部分表示梁的延伸效应。 在 Ω ⊂ ＲＮ 下， 式（２）的一般形式为

ｕｔｔ ＋ Δ２ｕ － Ｍ（ Ñｕ ２ ）Δｕ ＋ ｇ（ｕｔ） ＋ ｆ（ｕ） ＝ ｈ（ｘ）。 （３）
　 　 近年来， 人们致力于式 （３） 的可展梁或板方程的研究， 也得到了该类问题的许多重要结果。 Ｌｉｎ
等［２］研究了具阻尼项的广义非线性 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ⁃Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的整体动力学， 得到了该类方程的整体吸

引子和指数吸引子； Ｆｅｎｇ 等［３］ 研究了一类具强阻尼非线性非自治可延伸板方程解的长时间动力学，
在初始条件、 非线性项和外力项的适当条件下， 证明了问题整体解的存在性， 并且得到了一致吸引子

的存在。 更多有关梁板方程的研究可见文献 ［４ － ６］。
变系数 ａ（ｘ） 表示空间坐标 ｘ 处的波速， 它出现在海洋声学、 数学物理等许多领域的波动现象中，

因此， 研究具变系数的波方程的相关性质具有重要的现实意义。 许多学者也研究了具变系数的波动方

程的长时间动力学行为， 如： Ｌｉｍａｃｏ 等［７］研究了具有变系数 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 方程在非线性内阻尼作用下初边

值问题强解的整体唯一性及总能量的指数衰减性； Ｋａｒａｃｈａｌｉｏｓ 等［８］ 研究了半线性双曲方程 ｕｔｔ ＋ δｕｔ －
φ（ｘ）Δｕ ＋ λｆ（ｕ） ＝ η（ｘ） 的柯西问题， 它克服了无界域中算子非紧性带来的困难， 并且得到了解的局

部存在性和整体吸引子的存在性。 更多有关具变系数的波方程研究可见文献 ［９ － １１］。
随着研究的深入， 学者开始研究高阶波动方程的长时间动力学行为。 Ｍｅｓｓａｏｕｄｉａ 等［１２］ 研究了具

有 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件的多维高阶 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 方程， 估计了正初始能量下解爆破。 林国广等［１３］ 研究了一

类非线性非局部且具强阻尼项的高阶 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 方程的初边值问题， 得到了该类高阶方程的整体解的

存在唯一性。 更多关于高阶 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 方程的相关研究可见文献 ［１４ － １６］。
目前， 对于具变系数的高阶波方程的渐近行为研究较少， 主要遇到的困难是在求解问题时， 变系

数的处理方式不同。 当 ａ（ｘ） 是正常数时， 作为 ｕｔ 的阻尼系数， 此时在做内积过程时， 可直接提到内

积外面； 当 ａ（ｘ） 是变系数函数时， ａ（ｘ）ｕｔ 与 （ － Δ） ｋｖ（ｋ ＝ １，２，…，２ｍ） 做内积， 将不能直接把 ａ（ｘ）
提出， 此时如何处理变系数将成为得到渐近紧的关键。 本文运用合理的假设和莱布尼兹公式， 灵活处

理了变系数带来的耗散估计问题， 克服了变系数带来的困难， 进而得到有界吸收集和渐近紧性， 最后

得到问题的整体吸引子族。

１　 预备知识
本节主要给出动力系统和整体吸引子（族）的相关理论。
首先引进本文需用到的相关记号。 定义 Ｈ ＝ Ｌ２ （Ω） 上的内积和范数分别为 （·，·） 和 · ， Ｌｐ ＝

Ｌｐ（Ω）， · ｐ ＝ · Ｌｐ ， 其中 ｐ ≥ １ 。 现令 Ｖ２ｍ ＝ Ｈ２ｍ
０ （Ω） ＝ Ｈ２ｍ（Ω） ∩ Ｈ１

０ （Ω）， Ｖ２ｍ＋ｋ ＝ Ｈ２ｍ＋ｋ
０ （Ω） ＝

Ｈ２ｍ＋ｋ（Ω） ∩ Ｈ１
０ （Ω）， ｋ ＝ ０，１，…，２ｍ ， 其相应的内积和范数分别为 （ｕ，ｖ） Ｖ２ｍ＋ｋ

＝ （ Ñ
２ｍ＋ｋｕ， Ñ

２ｍ＋ｋｖ）、
ｕ Ｖ２ｍ＋ｋ

＝ Ñ
２ｍ＋ｋｕ Ｈ 。 同时， 有一般形式的 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 不等式： λ１ Ñ

ｒｕ ２ ≤ Ñ
ｒ＋１ｕ ２ ， 其中λ１是 － Δ 的

第一特征值。 文中， Ｃ ｉ 为正常数， Ｃ（·） 表示依赖于括号内参数的正常数， Ｃｎ
ｍ 为对应的组合数。

定义 １［１３］ 　 设 Ｘ 是完备度量空间， Ｓ（ ｔ）：Ｘ → Ｘ（ ｔ ∈ Ｒ ＋ ） 是连续算子族， 若对任意 ｓ，ｔ ∈ Ｒ ＋ ，
Ｓ（ ｔ） 满足 Ｓ（０） ＝ Ｉ、 Ｓ（ ｔ ＋ ｓ） ＝ Ｓ（ ｔ）Ｓ（ ｓ） ， 则称 ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 是 Ｘ 上的算子半群， （Ｓ（ ｔ），Ｘ） 构成连续

动力系统， Ｘ 称为该动力系统的相空间。

·８０４·
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定义 ２［１３］ （整体吸引子） 设 Ｘ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间， ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 为连续的算子半群， 如果紧集 Ａ ⊂ Ｘ
满足： １） 不变性， 在半群 ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 作用下为不变集， 即 Ｓ（ ｔ）Ａ ＝ Ａ（∀ｔ ≥ ０） ； ２） 吸引性， Ａ 吸引

Ｘ 中一切有界集， 即 ∀Ｂ ⊂ Ｘ 为 Ｘ 中的有界集， 则有： ｄｉｓｔ（Ｓ（ ｔ）Ｂ，Ａ） ＝ ｓｕｐ
ｘ∈Ｂ

ｉｎｆ
ｙ∈Ａ

Ｓ（ ｔ）ｘ － ｙ Ｘ → ０（ ｔ →

∞ ） 。 特别地， 当 ｔ → ∞ 时， 从 ｕ０ 出发的一切轨道 Ｓ（ ｔ）ｕ０ 收敛于 Ａ 内， 即有 ｄｉｓｔ（Ｓ（ ｔ）ｕ０ ，Ａ） →０（ ｔ →
∞ ） ， 则称紧集 Ａ 为半群 ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 的整体吸引子。

引理 １［１３］ 　 设 Ｘ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间， 连续的算子半群 ｛Ｓ（ｔ）｝ ｔ≥０ 满足： １） 半群 ｛Ｓ（ｔ）｝ ｔ≥０ 在 Ｘ 中一致

有界， 即 ∀Ｒ ＞ ０ ， 存在正常数 Ｃ（Ｒ） ， 使得 ｕ Ｘ ≤Ｒ ， 有 Ｓ（ｔ）ｕ Ｘ ≤Ｃ（Ｒ）， ∀ｔ ∈ （０， ＋∞ ） ； ２） 存

在 Ｘ 中有界吸收集 Ｂ０ ， 则任意一个有界集 Ｂ ⊂ Ｘ ， 存在一个时刻 ｔ０ ， 使得 Ｓ（ｔ）Ｂ ⊂ Ｂ０ ， ｔ ≥ ｔ０ ； ３） 对

ｔ ＞ ０， Ｓ（ｔ） 是全连续算子， 那么半群 ｛Ｓ（ｔ）｝ ｔ≥０ 具有紧的整体吸引子 Ａ 。
定义 ３ （整体吸引子族） 设 Ｘｋ（ｋ ＝ １，２，…，２ｍ） 是 Ｂａｎａｃｈ 空间， ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 为连续的算子半群，

如果紧集 Ａｋ ⊂ Ｘｋ 满足： １） 不变性， 在半群 ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 作用下为不变集， 即 Ｓ（ ｔ） Ａｋ ＝ Ａｋ（∀ｔ ≥ ０） ；
２） 吸引性， Ａｋ 吸引 Ｘｋ 中一切有界集， 即 ∀Ｂｋ ⊂ Ｘｋ 为 Ｘｋ 中的有界集， 则有： ｄｉｓｔ（Ｓ（ ｔ）Ｂｋ， Ａｋ） ＝
ｓｕｐ
ｘ∈Ｂｋ

ｉｎｆ
ｙ∈Ａｋ

Ｓ（ ｔ）ｘ － ｙ Ｘｋ
→ ０（ ｔ → ∞ ） 。 特别地， 当 ｔ → ∞ 时， 从 ｕ０ 出发的一切轨道 Ｓ（ ｔ）ｕ０ 收敛于 Ａｋ

内， 即有 ｄｉｓｔ（Ｓ（ ｔ）ｕ０ ，Ａｋ） → ０（ ｔ → ∞ ） ， 则称紧集 Ａｋ 为半群 ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 的整体吸引子族。
引理 ２ 　 设 Ｘｋ（ｋ ＝ １，２，…，２ｍ） 是 Ｂａｎａｃｈ 空间， 连续的算子半群 ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 满足： １） 半群

｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 在 Ｘｋ 中一致有界， 即 ∀Ｒ ＞ ０ ， 存在正常数 Ｃｋ（Ｒｋ） ， 使得 ｕ Ｘｋ
≤ Ｒｋ ， 有 Ｓ（ ｔ）ｕ Ｘｋ

≤
Ｃｋ（Ｒｋ）， ∀ｔ ∈ （０， ＋∞ ） ； ２） 存在 Ｘｋ 中有界吸收集 Ｂ０ｋ ， 则任意一个有界集 Ｂ ⊂ Ｘｋ ， 存在一个时刻

ｔ０ｋ ， 使得 Ｓ（ ｔ）Ｂ ⊂ Ｂ０ｋ， ｔ ≥ ｔ０ｋ ； ３） 对 ｔ ＞ ０， Ｓｋ（ ｔ） 是全连续算子， 那么半群 ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 具有紧的整

体吸引子族 Ａｋ 。

２　 整体解的存在性
首先给出问题 （１） 的假设条件： （Ｈ） 变系数 ａ（ｘ） ， 满足 ａ∈Ｃ∞

０ （Ω）， ａ（ｘ） ≥ ａ００ ＞ ０， ∂ ｉａ ／
∂ｖｉ

Γ ＝ ０， ａ０ ＝ ａ（ｘ） ∞ ； （Ｍ） Ｍ ∈ Ｃ１ （Ｒ ＋ ）， 且Ｍ′（ ｓ） ≥ ０， Ｍ（ ｓ） ≥ Ｍ（０） ＝ Ｍ０ ≥ ０， ∀ｓ ∈ Ｒ ＋ ，
ｘ ∈ Ω， ｋ ＝ ０，１，…，２ｍ 。 非线性项 ｇ（ｘ，ｕ） 满足下列条件： 存在正常数 β１ ，β２ ，β３ ，β４ ，β５ ＞ ０ ， 对 ∀ｕ ∈
Ｒ， ｘ ∈ Ω ， 满足

ｇ（ｘ，ｕ） ≤ β１ ｕ ｐ ＋ Φ１ （ｘ），Φ１ ∈ Ｌ２ （Ω）， （４）

ｕｇ（ｘ，ｕ） － β２Ｇ（ｘ，ｕ） ≥ Φ２ （ｘ），Φ２ ∈ Ｌ１ （Ω）， （５）
Ｇ（ｘ，ｕ） ≥ β３ ｕ ｐ＋１ － Φ３ （ｘ），Φ３ ∈ Ｌ１ （Ω）， （６）

ｇｕ（ｘ，ｕ） ≤ β４ ｕ ｐ－１ ＋ Φ４ （ｘ），Φ４ ∈ Ｖｍ（Ω）， （７）

Ñ
ｋ
ｘｇ（ｘ，ｕ） ≤ β５ ｕ ｐ ＋ Φ５ （ｘ），Φ５ ∈ Ｖｋ（Ω）。 （８）

　 　 当 Ｎ ＝ １，２ 时， １ ≤ ｐ ＜ ＋∞ ； 当 Ｎ ＝ ３，４ 时， １ ≤ ｐ ＜ Ｎ ／ （Ｎ － ２） ， 其中 Ｇ（ｘ，ｕ） ＝ ∫ ｕ

０
ｇ（ｘ，ｓ）ｄｓ。

由方程 （４） ～ 方程 （５） 可得

Ｇ（ｘ，ｕ） ≤ β６ （ ｕ ２ ＋ ｕ ｐ＋１ ＋ Φ２
１ ＋ Φ２ ）。 （９）

　 　 定义相空间 Ｘｋ ＝ Ｖ２ｍ＋ｋ × Ｖｋ， ｋ ＝ ０，１，…，２ｍ 。 当 ｋ ＝ ０ 时， Ｖ０ ＝ Ｌ２ ， 则定义范数为 （ｕ，ｖ） ２
Ｘｋ

＝

ｕ ２
Ｖ２ｍ＋ｋ

＋ ｖ ２
Ｖｋ

。
设 ε ＞ ０ 足够小， 且满足

７ａ００ ／ ４ － ２ε ＞ ０， λ２ｍ
１ ＋ Ｍ０λｍ

１ － １ ／ ４ － ａ０ε ＞ ０。 （１０）
　 　 引理 ３　 设条件 （Ｈ） 成立， Ｍ 满足条件 （Ｍ）， ｆ ∈ Ｈ ， 式 （４） ～ 式 （８） 成立， （ｕ，ｕ１ ） ∈ Ｘ０ ，
由问题 （１） 确定的 （ｕ，ｖ） 满足

·９０４·
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ｖ ２ ＋ Δｍｕ ＋ ∫ Ñｍｕ‖２

　 　 ０
Ｍ（ｓ）ｄｓ － ε（ａ（ｘ）ｕ，ｕ） ＋ ε２ ｕ ２ ＋ ２∫

Ω
Ｇ（ｘ，ｕ）ｄｘ ≤ ｅ －σ１ｔ［ ｖ０

２ ＋ Δｍ ｕ０
２ ＋

∫ Ñｍｕ‖２

　 　 ０
Ｍ（ ｓ）ｄｓ － ε（ａ（ｘ） ｕ０ ，ｕ０ ） ＋ ε２ ｕ０

２ ＋ ２∫
Ω
Ｇ（ｘ，ｕ０ ）ｄｘ］ ＋ ４ ｆ（ｘ） ２ ／ （ａ００σ１ ），

其中 ｖ ＝ ｕｔ ＋ εｕ 。 且存在一个正常数 Ｒ０ 和 ｔ０ ＞ ０ ， 使得 （ｕ，ｖ） ２
Ｘ０

＝ ｖ ２ ＋ Ñ
２ｍｕ ２ ≤ Ｒ０， ｔ ＞ ｔ０ 。

证明　 将 ｖ 与方程组 （１） 在 Ｌ２ （Ω） 中作内积， 得

（１ ／ ２）ｄ ｖ ２ ／ ｄｔ ＋ （ａ（ｘ）ｖ，ｖ） － ε ｖ ２ － ε（ａ（ｘ）ｕ，ｖ） ＋ ε２ （ｕ，ｖ） ＋ （（ － Δ） ２ｍｕ，ｖ） ＋
（Ｍ（ Ñ

ｍｕ ２ ） （ － Δ） ｍｕ，ｖ） ＋ （ｇ（ｘ，ｕ），ｖ） ＝ （ ｆ（ｘ），ｖ）。 （１１）
分别处理式 （１１） 中各项得

ε（ａ（ｘ）ｕ，ｖ） ＝ ε（ａ（ｘ）ｕ，ｕｔ ＋ εｕ） ＝ （ε ／ ２）ｄ（ａ（ｘ）ｕ，ｕ） ／ ｄｔ ＋ ε２ （ａ（ｘ）ｕ，ｕ）， （１２）
ε２ （ｕ，ｖ） ＝ ε２ （ｕ，（ｕｔ ＋ εｕ）） ＝ （ε２ ／ ２）ｄ ｕ ２ ／ ｄｔ ＋ ε３ ｕ ２ ， （１３）

（（ － Δ） ２ｍｕ，ｖ） ＝ （Δ２ｍｕ，（ｕｔ ＋ εｕ）） ＝ （１ ／ ２）ｄ Δｍｕ ２ ／ ｄｔ ＋ ε Δｍｕ ２ ， （１４）
Ｍ（ Ñ

ｍｕ ２）（（－ Δ）ｍｕ，ｖ） ＝ Ｍ（ Ñ
ｍｕ ２）（Ñ

ｍｕ，Ñ
ｍｖ） ＝ Ｍ（ Ñ

ｍｕ ２）（Ñ
ｍｕ，Ñ

ｍ（ｕｔ ＋ εｕ）） ＝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （１ ／ ２）Ｍ（ Ñ

ｍｕ ２）ｄ Ñ
ｍｕ ２ ／ ｄｔ ＋ εＭ（ Ñ

ｍｕ ２） Ñ
ｍｕ ２ ＝

　 　 　 　 　 　 　 （１ ／ ２）ｄ ∫ Ñｍｕ‖２

　 　 ０
Ｍ（ｓ）ｄｓ ／ ｄｔ ＋ εＭ（ Ñ

ｍｕ ２） Ñ
ｍｕ ２， （１５）

（ｇ（ｘ，ｕ），ｖ） ＝ （ｇ（ｘ，ｕ），ｕｔ ＋ εｕ） ＝ ｄ∫
Ω
Ｇ（ｘ，ｕ）ｄｘ ／ ｄｔ ＋ ε（ｇ（ｘ，ｕ），ｕ）， （１６）

（ ｆ（ｘ），ｖ） ≤ ｆ（ｘ，ｔ） ｖ ≤ ａ００ ｖ ２ ／ ８ ＋ ２ ｆ（ｘ） ２ ／ ａ００ 。 （１７）
将式 （１２） ～ 式 （１７） 代入式 （１１） 中， 得到

ｄ［ ｖ ２ ＋ Δｍｕ ２ ＋ ∫ Ñｍｕ‖２

　 　 ０
Ｍ（ ｓ）ｄｓ － ε（ａ（ｘ）ｕ，ｕ） ＋ ε２ ｕ ２ ＋ ２∫

Ω
Ｇ（ｘ，ｕ）ｄｘ］ ／ ｄｔ ＋

２（ａ（ｘ）ｖ，ｖ） － ２ε ｖ ２ － ａ００ ｖ ２ ／ ４ ＋ ２ε Δｍｕ ２ ＋ ２εＭ（ Ñ
ｍｕ ２ ） Ñ

ｍｕ ２ －
２ ε２ （ａ（ｘ）ｕ，ｕ） ＋ ２ε３ ｕ ２ ＋ ２ε（ｇ（ｘ，ｕ），ｕ） ≤ ４ ｆ（ｘ） ２ ／ ａ００ 。 （１８）

　 　 根据假设 （Ｈ）、 （Ｍ） 和式 （５）， 得

２（ａ（ｘ）ｖ，ｖ） － ２ε ｖ ２ － ａ００ ｖ ２ ／ ４ ≥ （７ａ００ ／ ４ － ２ε） ｖ ２ ， （１９）

ε ∫ Ñｍｕ‖２

　 　 ０
Ｍ（ ｓ）ｄｓ ≤ εＭ（ Ñ

ｍｕ ２ ） Ñ
ｍｕ ２ ， （２０）

２ε（ｇ（ｘ，ｕ），ｕ） ≥ ２ε（β２∫
Ω
Ｇ（ｘ，ｕ）ｄｘ ＋ ∫

Ω
Φ２ （ｘ）ｄｘ）。 （２１）

　 　 由式 （１０） 及式 （１９） ～ 式 （２１）， 取 σ１ ＝ ｍｉｎ｛７ａ００ ／ ４ － ２ε，ε，２ε β２ ｝ ， 则式 （１８） 化为

ｄ［ ｖ ２ ＋ Δｍｕ ２ ＋ ∫ Ñｍｕ‖２

　 　 ０
Ｍ（ｓ）ｄｓ － ε（ａ（ｘ）ｕ，ｕ） ＋ ε２ ｕ ２ ＋ ２∫

Ω
Ｇ（ｘ，ｕ）ｄｘ］ ／ ｄｔ ＋ σ１［ ｖ ２ ＋ Δｍｕ ２ ＋

∫ Ñｍｕ‖２

　 　 ０
Ｍ（ｓ）ｄｓ － ε（ａ（ｘ）ｕ，ｕ） ＋ ε２ ｕ ２ ＋ ２∫

Ω
Ｇ（ｘ，ｕ）ｄｘ］ ＋ ２ε∫

Ω
Φ２（ｘ）ｄｘ ≤ ４ ｆ（ｘ） ２ ／ ａ００。 （２２）

　 　 由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式和式 （２２） 可得： ｖ ２ ＋ Δｍｕ ２ ＋ ∫ Ñｍｕ‖２

　 　 ０
Ｍ（ｓ）ｄｓ － ε（ａ（ｘ）ｕ，ｕ） ＋ ε２ ｕ ２ ＋

２∫
Ω
Ｇ（ｘ，ｕ）ｄｘ ≤ ｅ －σ１ｔ［ ｖ０

２ ＋ Δｍ ｕ０
２ ＋ ∫ Ñｍｕ０‖２

　 　 ０
Ｍ（ｓ）ｄｓ － ε（ａ（ｘ） ｕ０ ，ｕ０ ） ＋ ε２ ｕ０

２ ＋ ２∫
Ω
Ｇ（ｘ，ｕ０ ）ｄｘ］ ＋

４ ｆ（ｘ） ２ ／ （ａ００ σ１ ） 。 由 ∫ Ñｍｕ‖２

　 　 ０
Ｍ（ ｓ）ｄｓ － ε（ａ（ｘ）ｕ，ｕ） ＋ ε２ ｕ ２ ≥ Ｍ０ Ñ

ｍｕ ２ － ε ａ０ λ －ｍ
１ Ñ

ｍｕ ２ ＋

ε２ ｕ ２ 、 式 （９）、 式 （１０）， 则 ｖ ２ ＋ Δｍｕ ２ ≤ Ｃ０ ｅ －σ１ｔ［ ｖ０
２ ＋ Δｍ ｕ０

２ ＋ ∫ Ñｍｕ０‖２

　 　 ０
Ｍ（ ｓ）ｄｓ － ε（ａ（ｘ）

ｕ０ ，ｕ０ ） ＋ ε２ ｕ０
２ ＋ ２∫

Ω
Ｇ（ｘ，ｕ０ ）ｄｘ］ ＋ ４ Ｃ０ ｆ（ｘ） ２ ／ （ａ００ σ１ ） ， 并且， ｌｉｍ

ｔ→∞
（ｕ，ｖ） ２

Ｘ０
≤ ４ Ｃ０ ｆ（ｘ） ２ ／

·０１４·
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（ａ００ σ１ ） 。 因此， 存在一个正常数 Ｒ０ 和 ｔ０ ＞ ０ ， 使得 （ｕ，ｖ） ２
Ｘ０

＝ ｖ ２ ＋ Δｍｕ ２ ≤ Ｒ０ ， ｔ ＞ ｔ０ 。 引

理 ３ 证毕。
引理 ４　 设条件 （Ｈ） 成立， Ｍ 满足条件 （Ｍ）， ｆ ∈ Ｖｋ ， 式 （４） ～ 式 （８） 成立， （ｕ，ｕ１ ） ∈ Ｘｋ，

ｋ ＝ １，２，…，２ｍ 。 由问 题 （ １ ） 确 定 的 （ｕ，ｖ） 满 足： Ñ
ｋｖ ２ ＋ Ñ

２ｍ＋ｋｕ ２ ≤ Ｃｋｅ －σ２ｔ［ Ñ
ｋｖ０

２ ＋

Ñ
２ｍ＋ｋ ｕ０

２ ＋ Ｍ０ （Ｍ１ ） Ñ
ｍ＋ｋ ｕ０

２ － ε（ａ（ｘ） Ñ
ｋｕ０ ，Ñ

ｋｕ０ ） ＋ ε２
Ñ

ｋｕ０
２ ］ ＋ Ｃｋ［Ｃ（Ｒ０ ） ＋ ４ Ñ

ｋ ｆ（ｘ） ２ ／ ａ００ ］ ／
σ２ ， 其中 ｖ ＝ ｕｔ ＋ εｕ ， 且存在一个正常数 Ｒｋ 和 ｔｋ ＞ ０ ， 使得 （ｕ，ｖ） ２

Ｘｋ
＝ Ñ

ｋｖ ２ ＋ Ñ
２ｍ＋ｋｕ ２ ≤ Ｒｋ，

ｔ ＞ ｔｋ 。
证明　 将 （ － Δ） ｋｖ（ｋ ＝ １，２，…，２ｍ） 与方程组 （１） 在 Ｌ２ （Ω） 中做内积， 得

（１ ／ ２）ｄ Ñ
ｋｖ ２ ／ ｄｔ － ε Ñ

ｋｖ ２ ＋ （ａ（ｘ）ｖ，（ － Δ）ｋｖ） － ε（ａ（ｘ）ｕ，（ － Δ）ｋｖ） ＋ ε２（ｕ，（ － Δ）ｋｖ） ＋ （（ － Δ）２ｍｕ，
（ － Δ） ｋｖ） ＋ （Ｍ（ Ñ

ｍｕ ２ ） （ － Δ） ｍｕ，（ － Δ） ｋｖ） ＋ （ｇ（ｘ，ｕ），（ － Δ） ｋｖ） ＝ （ ｆ（ｘ），（ － Δ） ｋｖ）。 （２３）
分别处理式 （２３） 各项得

（ａ（ｘ）ｖ，（ － Δ） ｋｖ） ＝ （ａ（ｘ） Ñ
ｋｖ，Ñ

ｋｖ） ＋ （∑
ｋ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ

ｋ Ñ
ｋ－ｉｖ Ñ

ｉａ（ｘ），Ñ
ｋｖ）， （２４）

ε（ａ（ｘ）ｕ，（ － Δ） ｋｖ） ＝ ε（ａ（ｘ） Ñ
ｋｕ，Ñ

ｋｖ） ＋ ε（∑
ｋ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ

ｋ Ñ
ｋ－ｉｖ Ñ

ｉａ（ｘ），Ñ
ｋｕ） ＝

（ε ／ ２）ｄ（ａ（ｘ） Ñ
ｋｕ，Ñ

ｋｕ） ／ ｄｔ ＋ ε２ （ａ（ｘ） Ñ
ｋｕ，Ñ

ｋｕ） ＋ ε（∑
ｋ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ

ｋ Ñ
ｋ－ｉｖ Ñ

ｉａ（ｘ），Ñ
ｋｕ）， （２５）

ε２ （ｕ，（ － Δ） ｋｖ） ＝ ε２ （ｕ，（ － Δ） ｋ（ｕｔ ＋ εｕ）） ＝ （ε２ ／ ２）ｄ Ñ
ｋｕ ２ ／ ｄｔ ＋ ε３

Ñ
ｋｕ ２ ， （２６）

（（ － Δ）２ｍｕ，（ － Δ）ｋｖ） ＝ （（ － Δ）２ｍｕ，（ － Δ）ｋ（ｕｔ ＋ εｕ）） ＝ （１ ／ ２）ｄ Ñ
２ｍ＋ｋｕ ２ ／ ｄｔ ＋ ε Ñ

２ｍ＋ｋｕ ２， （２７）

Ｍ（ Ñ
ｍｕ ２ ）（（ － Δ） ｍｕ，（ － Δ） ｋｖ） ＝ Ｍ（ Ñ

ｍｕ ２ ）（Ñ
ｍ＋ｋｕ，Ñ

ｍ＋ｋｖ） ＝ Ｍ（ Ñ
ｍｕ ２ ）

（Ñ
ｍ＋ｋｕ，Ñ

ｍ＋ｋ（ｕｔ ＋ εｕ）） ＝ （１ ／ ２）Ｍ（ Ñ
ｍｕ ２ ）ｄ Ñ

ｍ＋ｋｕ ２ ／ ｄｔ ＋ εＭ（ Ñ
ｍｕ ２ ） Ñ

ｍ＋ｋｕ ２ ， （２８）

（ｇ（ｘ，ｕ），（ － Δ） ｋｖ） ＝ （Ñ
ｋ
ｘｇ（ｘ，ｕ），Ñ

ｋｖ） ≤ ∫
Ω
（β５ ｕ ｐ ＋ Φ５ （ｘ）） Ñ

ｋｖｄｘ ≤ β５ ∫
Ω

ｕ ｐ Ñ
ｋｖｄｘ ＋

∫
Ω
Φ５（ｘ） Ñ

ｋｖｄｘ ≤ β５ ｕ ｐ
Ｌ２ｐ Ñ

ｋｖ ＋ Φ５（ｘ） Ñ
ｋｖ ≤ ａ００ Ñ

ｋｖ ２ ／ ８ ＋ Ｃｋ＿ １（Ｒｐ ／ ２
０ ＋ Φ５（ｘ） ２）， （２９）

（ ｆ（ｘ），（ － Δ） ｋｖ） ＝ （Ñ
ｋ ｆ（ｘ），Ñ

ｋｖ） ≤ Ñ
ｋ ｆ（ｘ） Ñ

ｋｖ ≤ ａ００ Ñ
ｋｖ ２ ／ ８ ＋ ２ Ñ

ｋ ｆ（ｘ） ２ ／ ａ００ 。 （３０）

又有 （Ñ
ｋ－ｉｖ Ñ

ｉａ（ｘ）， Ñ
ｋｖ） ≤ ａｉ Ñ

ｋ－ｉｖ Ñ
ｋｖ ， ｉ ＝ １，２，…，ｋ， ａｉ ＝ Ñ

ｉａ（ｘ） ∞ ， 根据内插不等式得

Ñ
ｋ－ｉｖ ≤ Ｃｋｉ Ñ

ｋｖ αｋｉ ｖ １ －αｋｉ， αｋｉ ＝ （ｋ － ｉ） ／ ｋ ， 则

Ｃ ｉ
ｋ（Ñ

ｋ－ｉｖ Ñ
ｉａ（ｘ），Ñ

ｋｖ） ≤ Ｃ ｉ
ｋ Ｃｋｉ ａｉ ｖ １ －αｋｉ Ñ

ｋｖ １ ＋αｋｉ ≤ ａ００ Ñ
ｋｖ ２ ／ （８ｋ） ＋ （１ － αｋｉ） ／ ２

［ａ００ ／ （４（１ － αｋｉ）ｋ）］ （１ ＋αｋｉ） ／ （１ －αｋｉ） （Ｃ ｉ
ｋ Ｃｋｉ ａｉ） ２ ／ （１ －αｋｉ） ｖ ２ ， （３１）

（Ｃ ｉ
ｋ Ñ

ｋ－ｉｖ Ñ
ｉａ（ｘ），Ñ

ｋｕ） ≤ Ñ
ｋｕ ２ ／ （８ｋ） ＋ ２ｋ （Ｃ ｉ

ｋ ａｉ） ２
Ñ

ｋ－ｉｖ ２ ≤ Ñ
ｋｕ ２ ／ （８ｋ） ＋

ａ００ Ñ
ｋｖ ２ ／ （８ｋ） ＋ （１ － αｋｉ） ［ａ００ ／ （８ αｋｉｋ）］ αｋｉ ／ （αｋｉ－１） ［２ｋ （Ｃ ｉ

ｋ ａｉ Ｃｋｉ） ２ ］ １ ／ （１ －αｋｉ） ｖ ２ 。 （３２）
结合式 （２３） ～ 式 （３２） 得到

ｄ［ Ñ
ｋｖ ２ ＋ Ñ

２ｍ＋ｋｕ ２ － ε（ａ（ｘ） Ñ
ｋｕ，Ñ

ｋｕ） ＋ ε２
Ñ

ｋｕ ２ ］ ／ ｄｔ ＋ Ｍ（ Ñ
ｍｕ ２ ）ｄ Ñ

ｍ＋ｋｕ ２ ／ ｄｔ ＋
２（ａ（ｘ） Ñ

ｋｖ，Ñ
ｋｖ） － （３ ＋ ε） ａ００ Ñ

ｋｖ ２ ／ ４ － ２ε Ñ
ｋｖ ２ ＋ ２ε Ñ

２ｍ＋ｋｕ ２ ＋ ２εＭ（ Ñ
ｍｕ ２ ） Ñ

ｍ＋ｋｕ ２ －

ε Ñ
ｋｕ ２ ／ ４ － ２ ε２ （ａ（ｘ） Ñ

ｋｕ，Ñ
ｋｕ） ＋ ２ε３

Ñ
ｋｕ ２ ≤ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
｛（１ － αｋｉ） ［ａ００ ／ （４（１ － αｋｉ）ｋ）］ （１ ＋αｋｉ） ／ （１ －αｋｉ）

（Ｃ ｉ
ｋ Ｃｋｉ ａｉ） ２ ／ （１ －αｋｉ） ｖ ２ ｝ ＋ ２ε∑

ｋ

ｉ ＝ １
｛（１ － αｋｉ） ［ａ００ ／ （８αｋｉｋ）］ αｋｉ ／ （αｋｉ－１） ［２ｋ （Ｃ ｉ

ｋ ａｉ Ｃｋｉ） ２ ］ １ ／ （１ －αｋｉ） ｖ ２ ｝ ＋

４ Ñ
ｋ ｆ（ｘ） ２ ／ ａ００ ＋ ２Ｃｋ＿ １ （Ｒｐ ／ ２

０ ＋ Φ５ （ｘ） ２ ） ≤ Ｃ（Ｒ０ ） ＋ ４ Ñ
ｋ ｆ（ｘ） ２ ／ ａ００ 。 （３３）

　 　 当 ｄ Ñ
ｍ＋ｋｕ ２ ／ ｄｔ ＋ ２ε Ñ

ｍ＋ｋｕ ２ ≥ ０ 时， Ｍ（ Ñ
ｍｕ ２ ）（ｄ Ñ

ｍ＋ｋｕ ２ ／ ｄｔ ＋ ２ε Ñ
ｍ＋ｋｕ ２ ） ≥ ｄ（ Ｍ０

·１１４·
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Ñ
ｍ＋ｋｕ ２ ） ／ ｄｔ ＋ ２ε Ｍ０ Ñ

ｍ＋ｋｕ ２ ； 当 ｄ Ñ
ｍ＋ｋｕ ２ ／ ｄｔ ＋ ２ε Ñ

ｍ＋ｋｕ ２ ＜ ０ 时， Ｍ（ Ñ
ｍｕ ２ ）（ｄ Ñ

ｍ＋ｋｕ ２ ／ ｄｔ ＋
２ε Ñ

ｍ＋ｋｕ ２ ） ≥ ｄ（Ｍ１ Ñ
ｍ＋ｋｕ ２ ） ／ ｄｔ ＋ ２εＭ１ Ñ

ｍ＋ｋｕ ２ ， 其中由引理 ３ 得 Ｍ０ ≤ Ｍ（ ｓ） ≤ Ｍ１ 。 则式 （３３）

变换为： ｄ［ Ñ
ｋｖ ２ ＋ Ñ

２ｍ＋ｋｕ ２ ＋ Ｍ０ （Ｍ１ ） Ñ
ｍ＋ｋｕ ２ － ε（ａ（ｘ） Ñ

ｋｕ，Ñ
ｋｕ） ＋ ε２

Ñ
ｋｕ ２ ］ ／ ｄｔ ＋ ２（ａ（ｘ） Ñ

ｋｖ，

Ñ
ｋｖ） － （３ ＋ ε） ａ００ Ñ

ｋｖ ２ ／ ４ － ２ε Ñ
ｋｖ ２ ＋ ２ε Ñ

２ｍ＋ｋｕ ２ ＋ ２εＭ０ （Ｍ１ ） Ñ
ｍ＋ｋｕ ２ － ε Ñ

ｋｕ ２ ／ ４ － ２ε２ （ａ（ｘ）

Ñ
ｋｕ，Ñ

ｋｕ） ＋ ２ε３
Ñ

ｋｕ ２ ≤ Ｃ（Ｒ０ ） ＋ ４ Ñ
ｋ ｆ（ｘ） ２ ／ ａ００ 。 由式 （１０）， 令 σ２ ＝ ｍｉｎ｛５ａ００ ／ ４ － ε ａ００ ／ ４ －

２ε，ε｝ ， 则有： ｄ［ Ñ
ｋｖ ２ ＋ Ñ

２ｍ＋ｋｕ ２ ＋ Ｍ０ （ Ｍ１ ） Ñ
ｍ＋ｋｕ ２ － ε（ａ（ｘ） Ñ

ｋｕ， Ñ
ｋｕ） ＋ ε２

Ñ
ｋｕ ２ ］ ／ ｄｔ ＋

σ２ ［ Ñ
ｋｖ ２ ＋ Ñ

２ｍ＋ｋ ｕ０
２ ＋ Ｍ０ （ Ｍ１ ） Ñ

ｍ＋ｋｕ ２ － ε（ａ（ｘ） Ñ
ｋｕ， Ñ

ｋｕ） ＋ ε２
Ñ

ｋｕ ２ ］ ≤ Ｃ（ Ｒ０ ） ＋
４ Ñ

ｋ ｆ（ｘ） ２ ／ ａ００ 。

利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式， 可得： Ñ
ｋｖ ２ ＋ Ñ

２ｍ＋ｋｕ ２ ＋ Ｍ０ （Ｍ１ ） Ñ
ｍ＋ｋｕ ２ － ε（ａ（ｘ） Ñ

ｋｕ，Ñ
ｋｕ） ＋ ε２

Ñ
ｋｕ ２ ≤ ｅ －σ２ｔ［ Ñ

ｋ ｖ０
２ ＋ Ñ

２ｍ＋ｋ ｕ０
２ ＋ Ｍ０ （Ｍ１ ） Ñ

ｍ＋ｋ ｕ０
２ － ε（ａ（ｘ） Ñ

ｋ ｕ０ ，Ñ
ｋ ｕ０ ） ＋ ε２

Ñ
ｋ ｕ０

２ ］ ＋

［Ｃ（ Ｒ０ ） ＋ ４ Ñ
ｋ ｆ（ｘ） ２ ／ ａ００ ］ ／ σ２ ， 由假设 （Ｈ）、 式 （１０） 得： Ñ

ｋｖ ２ ＋ Ñ
２ｍ＋ｋｕ ２ ≤Ｃｋ ｅ－σ２ｔ［ Ñ

ｋｖ０
２ ＋

Ñ
２ｍ＋ｋ ｕ０

２ ＋ Ｍ０ （Ｍ１ ） Ñ
ｍ＋ｋ ｕ０

２ － ε（ａ（ｘ） Ñ
ｋ ｕ０ ，Ñ

ｋ ｕ０ ） ＋ ε２
Ñ

ｋ ｕ０
２ ］ ＋ Ｃｋ［Ｃ（Ｒ０ ） ＋ ４ Ñ

ｋ ｆ（ｘ） ２ ／

ａ００ ］ ／ σ２ ， 并且， ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｕ，ｖ） ２
Ｘｋ

≤ Ｃｋ［Ｃ（Ｒ０ ） ＋ ４ Ñ
ｋ ｆ（ｘ） ２ ／ ａ００ ］ ／ σ２ 。 因此， 存在一个正常数 Ｒｋ 和

ｔｋ ＞ ０ ， 使得 （ｕ，ｖ） ２
Ｘｋ

＝ Ñ
ｋｖ ２ ＋ Ñ

２ｍ＋ｋｕ ２ ≤ Ｒｋ， ｔ ＞ ｔｋ 。 引理 ４ 证毕。
引理 ５ （整体解的存在唯一性） 　 在引理 ３、 引理 ４ 假设条件下， （ｕ，ｕ１ ） ∈ Ｘｋ， ｋ ＝ ０，１，…，２ｍ ，

则初边值问题 （１） 存在唯一的整体解 （ｕ，ｖ） ∈ Ｌ∞ （［０， ＋∞ ）；Ｘｋ） 。
证明　 １） 解的存在性。 利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法证明整体解的存在性。
第一步， 近似解构造。 设 （ － Δ） ２ｍ＋ｋ ｗ ｊ ＝ λ２ｍ＋ｋ

ｊ ｗ ｊ， ｋ ＝ ０，１，２，…，２ｍ ， 其中 λ ｊ 是 － Δ 在 Ω 上带有

齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界的特征值， ｗ ｊ 为特征值 λ ｊ 的特征函数。 由特征值理论知， ｗ１ ，ｗ２ ，…，ｗｎ 构成 Ｈ 的标

准正交基。

设问题 （１） 的近似解是 ｕｎ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｈ ｊ（ ｔ） ｗ ｊ ， 其中 ｈ ｊ（ ｔ） 由非线性常微分方程组

（ｕｔｔ ＋ ａ（ｘ） ｕｔ ＋ （ － Δ）２ｍｕ ＋ Ｍ（ Ñ
ｍｕ ２） （ － Δ）ｍｕ ＋ ｇ（ｘ，ｕ），ｗｊ） ＝ （ｆ（ｘ），ｗｊ）， ｊ ＝ １，２，…，ｎ （３４）

确定， 满足初始条件 ｕｎ（０） ＝ ｕｎ０ ， ｕｎｔ（０） ＝ ｕｎ１ 。 当 ｎ →＋∞ 时， 在 Ｘｋ 中 （ｕｎ０ ，ｕｎ１ ） → （ｕ０ ，ｕ１ ） ， 由

常微分方程的基本理论可知， 近似解 ｕｎ（ ｔ） 在 （０，ｔｎ） 存在。
第二步， 先验估计。 现需证明 Ｘｋ（ｋ ＝ ０，１，…，２ｍ） 空间解的存在性， 故在式 （３４） 两端同时乘

以 λｋ
ｊ （ｈ ｊ′（ ｔ） ＋ εｈ ｊ（ ｔ）） ， 并对 ｊ 求和， 令 ｖｎ（ ｔ） ＝ ｕｎｔ（ ｔ） ＋ εｕｎ（ ｔ） 。 由引理 ３ 和引理 ４ 得， 当 ｋ ＝ ０ 时，

得到 Ｘ０ 空间中解的先验估计 （ｕｎ，ｖｎ） ２
Ｘ０

＝ ｖｎ
２ ＋ Ñ

２ｍ ｕｎ
２ ≤ Ｒ０ ， ｔ ＞ ｔ０ ； 当 ｋ ＝ １，２，…，２ｍ 时， 得

到 Ｘｋ 空间中解的先验估计 （ｕｎ，ｖｎ） ２
Ｘｋ

＝ Ñ
ｋ ｖｎ

２ ＋ Ñ
２ｍ＋ｋ ｕｎ

２ ≤ Ｒｋ， ｔ ＞ ｔｋ 。 由此可知， （ｕｎ，ｖｎ） 在

Ｌ∞ （［０， ＋∞ ）；Ｘ０ ） 中有界， （ｕｎ，ｖｎ） 在 Ｌ∞ （［０， ＋∞ ）；Ｘｋ） 中有界。
第三步， 极限过程。 在 Ｘｋ（ｋ ＝ ０，１，…，２ｍ） 空间中， 从序列 ｕｎ 中选取子列， 任用 ｕｎ 表示， 则

（ｕｎ，ｖｎ） → （ｕ，ｖ） （３５）
在 Ｌ∞ （［０， ＋∞ ）；Ｘｋ） 中弱∗收敛。 由Ｒｅｌｌｉｃｈ⁃Ｋｏｈｄｒａｃｈｏｖ 紧嵌入定理知， Ｘｋ（ｋ ＝ １，２，…，２ｍ） 紧嵌入Ｘ０ ， 有

（ｕｎ，ｖｎ） → （ｕ，ｖ） 在 Ｘ０ 中几乎处处强收敛。 由式 （３５） 得 （ｕｎｔ，（ － Δ）ｋｗｊ） ＝ （ｖｎ，λｋ
ｊ ｗｊ） － （εｕｎ，λｋ

ｊ ｗｊ） ， 故

（ｕｎｔ，（ － Δ）ｋｗｊ） → （ｖ， λｋ
ｊ ｗｊ） － （εｕ， λｋ

ｊ ｗｊ） 在 Ｌ∞ ［０， ＋∞ ） 中弱∗收敛。 由 （ｕｎｔｔ， （ － Δ）ｋｗｊ） ＝ ｄ（ｕｎｔ，
（ － Δ）ｋｗｊ） ／ ｄｔ ， 故 （ｕｎｔｔ，（ － Δ）ｋｗｊ） → （ｕｔｔ，λｋ

ｊ ｗｊ） 在 Ｄ′［０， ＋∞ ） 中收敛， Ｄ′（０， ＋∞ ） 是 Ｄ［０， ＋∞ ） 无穷可

微空间的共轭空间。 由于 （（ － Δ）２ｍ ｕｎ，（ － Δ）ｋｗｊ） ＝ （Ñ
２ｍ＋ｋ ｕｎ，λ２ｍ＋ｋ

ｊ ｗｊ） → （Ñ
２ｍ＋ｋｕ，λ２ｍ＋ｋ

ｊ ｗｊ） 在 Ｌ∞ ［０， ＋∞ ）
中弱 ∗ 收 敛， 故 Ｍ（ Ñ

ｍ ｕｎ
２）（ （ － Δ）ｍ ｕｎ， （ － Δ）ｋ ｗｊ） ＝ Ｍ（ Ñ

ｍ ｕｎ
２）（ Ñ

ｍ＋ｋ ｕｎ， λｍ＋ｋ
ｊ ｗｊ） →

Ｍ（ Ñ
ｍｕ ２）（Ñ

ｍ＋ｋｕ，λｍ＋ｋ
ｊ ｗｊ） 在 Ｌ∞ ［０， ＋∞ ） 中弱∗收敛。 由 （ａ（ｘ） ｕｎｔ，（ － Δ）ｋｗｊ） ＝ （ａ（ｘ） Ñ

ｋ ｕｎｔ，λｋ
ｊ ｗｊ） ＋

·２１４·
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（∑
ｋ

ｉ ＝１
Ｃｉ

ｋ λｋ－ｉ
ｊ ｗｊ Ñ

ｉａ（ｘ），Ñ
ｋｕｎｔ）（ａ（ｘ） Ñ

ｋ ｖｎ，λｋ
ｊ ｗｊ） － （εａ（ｘ） Ñ

ｋｕｎ，λｋ
ｊ ｗｊ） ＋ （∑

ｋ

ｉ ＝１
Ｃｉ

ｋ λｋ－ｉ
ｊ ｗｊ Ñ

ｉａ（ｘ）， Ñ
ｋｖｎ） －

（∑
ｋ

ｉ ＝１
Ｃｉ

ｋ λｋ－ｉ
ｊ ｗｊ Ñ

ｉａ（ｘ），ε Ñ
ｋｕｎ） ， 则 （ａ（ｘ）ｕｎｔ，（ － Δ） ｋｗ ｊ） ＝ （ａ（ｘ） Ñ

ｋｕｎｔ，λｋ
ｊ ｗ ｊ） ＋ （∑

ｋ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ

ｋ λｋ－ｉ
ｊ ｗ ｊ Ñ

ｉａ（ｘ），

Ñ
ｋｕｎｔ） ＝ （ａ（ｘ） Ñ

ｋｖｎ， λｋ
ｊ ｗ ｊ） － （εａ（ｘ） Ñ

ｋｕｎ， λｋ
ｊ ｗ ｊ） ＋ （∑

ｋ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ

ｋ λｋ－ｉ
ｊ ｗ ｊ Ñ

ｉａ（ｘ）， Ñ
ｋ ｖｎ） － （∑

ｋ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ

ｋ λｋ－ｉ
ｊ ｗ ｊ

Ñ
ｉａ（ｘ），ε Ñ

ｋｕｎ） → （ａ（ｘ） Ñ
ｋｖ，λｋ

ｊ ｗ ｊ） － （εａ（ｘ） Ñ
ｋｕ，λｋ

ｊ ｗ ｊ） ＋ （∑
ｋ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ

ｋ λｋ－ｉ
ｊ ｗ ｊ Ñ

ｉａ（ｘ），Ñ
ｋｖ） － （∑

ｋ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ

ｋ λｋ－ｉ
ｊ ｗ ｊ

Ñ
ｉａ（ｘ），ε Ñ

ｋｕ） 在 Ｌ∞ ［０， ＋∞ ） 中弱∗收敛。
根据假设可知， （ｇ（ｘ，ｕｎ），ｗｊ） → （ｇ（ｘ，ｕ），ｗｊ） 在 Ｌ∞ ［０， ＋∞ ） 中弱∗收敛， 易得 （ｕｎ（０），ｕｎｔ（０）） →

（ｕ０ ，ｕ１ ） 在 Ｘｋ 中弱收敛。 当 ｊ →＋∞ 及 ｎ →＋∞ 时， 可得 （ｕｔｔ ＋ ａ（ｘ）ｕｔ ＋ （ － Δ） ２ｍｕ ＋ Ｍ（ Ñ
ｍｕ ２ ）

（ － Δ） ｍｕ ＋ ｇ（ｘ，ｕ），（ － Δ） ｋｗ ｊ） ＝ （ ｆ（ｘ），（ － Δ） ｋｗ ｊ）， ｊ ＝ １，２，…，ｎ， 因此得到问题 （１） 解的存在性。

２） 解的唯一性。 设 ｕ１ 和 ｕ２ 是方程的两个解， 令 ｗ ＝ ｕ１ － ｕ２ ， 则将 ｗ ＝ ｗ ｔ ＋ εｗ 与问题 （１） 在

Ｌ２ （Ω） 中做内积， 得

（１ ／ ２）ｄ（ ｗ ２ ＋ Δｍｗ ２ ） ／ ｄｔ ＋ （ａ（ｘ） ｗ，ｗ） － ε ｗ ２ ＋ ε Δｍｗ ２ ＋ ε２ （ｗ，ｗ） － ε（ａ（ｘ）ｗ，ｗ） ＋

（Ｍ（ Ñ
ｍｕ１

２ ） （ － Δ） ｍｕ１ － Ｍ（ Ñ
ｍｕ２

２ ） （ － Δ） ｍｕ２ ，ｗ） ＋ （ｇ（ｘ，ｕ１ ） － ｇ（ｘ，ｕ２ ），ｗ） ＝ ０。 （３６）
类似于引理 ３、 引理 ４ 处理方法， 得

ε２ （ｗ，ｗ） ＝ （ε２ ／ ２）ｄ ｗ ２ ／ ｄｔ ＋ ε３ ｗ ２ ， （３７）

ε（ａ（ｘ）ｗ，ｗ） ≤ ε ａ０ ｗ ｗ ≤ εａ０ ｗ ２ ／ ２ ＋ εａ０ ｗ ２ ／ ２， （３８）

（Ｍ（ Ñ
ｍｕ１

２ ） （ － Δ） ｍｕ１ － Ｍ（ Ñ
ｍｕ２

２ ） （ － Δ） ｍｕ２ ，ｗ） ＝ Ｍ（ Ñ
ｍｕ１

２ ）（（ － Δ） ｍｗ，ｗ） ＋

（Ｍ（ Ñ
ｍｕ１

２ ） － Ｍ（ Ñ
ｍｕ２

２ ））（（ － Δ） ｍｕ２ ，ｗ） ＝ （１ ／ ２）Ｍ（ Ñ
ｍｕ１

２ ）ｄ Ñ
ｍｗ ２ ／ ｄｔ ＋

εＭ（ Ñ
ｍｕ１

２ ） Ñ
ｍｗ ２ ＋ （Ｍ（ Ñ

ｍｕ１
２ ） － Ｍ（ Ñ

ｍｕ２
２ ））（（ － Δ） ｍｕ２ ，ｗ）， （３９）

（Ｍ（ Ñ
ｍｕ１

２ ） － Ｍ（ Ñ
ｍｕ２

２ ））（（ － Δ） ｍｕ２ ，ｗ） ≤ Ｃ０＿ １ Ｍ′（ξ１ ）（ Ñ
ｍｕ１ ＋

Ñ
ｍｕ２ ） Δｍｕ２ Ñ

ｍｗ ｗ ≤ Ｃ（Ｒ０ ） ｗ ２ ＋ Ｃ（Ｒ０ ） Δｍｗ ２ 。 （４０）
其中： ξ１ ＝ θ Ñ

ｍｕ１
２ ＋ （１ － θ） Ñ

ｍｕ２
２ ， θ ∈ （０，１） ，

（ｇ（ｘ，ｕ１ ） － ｇ（ｘ，ｕ２ ），ｗ ｔ） ≤ ｇ′（ｘ，ξ２ ） ｗ ｗ ｔ ≤ Ｃ０＿ ２ λ２ｍ
１ Δｍｗ ２ ／ ２ ＋ Ｃ０＿ ２ ｗ ２ ／ ２， （４１）

其中， ξ２ ＝ θｕ１ ＋ （１ － θ）ｕ２ ， θ ∈ （０，１） 。
当 ｄ Δｍｗ ２ ／ ｄｔ ＋ ２ε Δｍｗ ２ ≥ ０ 时， 有

Ｍ（ Ñ
ｍｕ１

２ ）（ｄ Δｍｗ ２ ／ ｄｔ ＋ ２ε Δｍｗ ２ ） ≥ ｄ（Ｍ０ Δｍｗ ２ ） ／ ｄｔ ＋ ２εＭ０ Δｍｗ ２ 。 （４２）
　 　 当 ｄ Δｍｗ ２ ／ ｄｔ ＋ ２ε Δｍｗ ２ ＜ ０ 时， 有

Ｍ（ Ñ
ｍｕ１

２ ）（ｄ Δｍｗ ２ ／ ｄｔ ＋ ２ε Δｍｗ ２ ） ≥ ｄ（Ｍ１ Δｍｗ ２ ） ／ ｄｔ ＋ ２ε Ｍ１ Δｍｗ ２ 。 （４３）

结合式 （３７ ） ～ 式 （ ４３ ）， 式 （ ３６ ） 化为： ｄ（ ｗ ２ ＋ Δｍｗ ２ ＋ ε２ ｗ ２ ＋ Ｍ０（Ｍ１） Ñ
ｍｗ ２） ／ ｄｔ ≤

Ｃ０＿３（ ｗ ２ ＋ Δｍｗ ２ ＋ ε２ ｗ ２ ＋ Ｍ０（Ｍ１） Ñ
ｍｗ ２） ， 由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式得： ｗ ２ ＋ Δｍｗ ２ ＋ ε２ ｗ ２ ＋

Ｍ０（Ｍ１） Ñ
ｍｗ ２ ≤ ｅＣ０＿３ｔ（ ｗ０

２ ＋ Δｍｗ０
２ ＋ ε２ ｗ０

２ ＋ Ｍ０（Ｍ１） Ñ
ｍｗ０

２） ， 由此可得， ｗ ２ ＋ Δｍｗ ２

≤ Ｃ０＿ ４ ｅＣ０＿３ｔ（ ｗ０
２ ＋ Δｍｗ０

２ ＋ ε２ ｗ０
２ ＋ Ｍ０ （Ｍ１ ） Ñ

ｍｗ０
２ ） ， 从而解的唯一性得证。

３　 整体吸引子族的存在性
定理 １　 由引理 ３、 引理 ４ 的假设条件以及引理 ５， 问题 （１） 存在整体吸引子族： Ａｋ ＝ ω（Ｂ０ｋ） ＝

·３１４·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

∩
τ≥０

∪
ｔ≥τ

Ｓ（ｔ） Ｂ０ｋ， ｋ ＝ １，２，…，２ｍ ， 其中， Ｂ０ｋ ＝ ｛（ｕ，ｖ） ∈ Ｘｋ： （ｕ，ｖ） ２
Ｘｋ

＝ Ñ
２ｍ＋ｋｕ ２ ＋ Ñ

ｋｖ ２ ≤ Ｒｋ｝ 是

Ｘｋ 中的有界吸收集： １） Ｓ（ ｔ） Ａｋ ＝ Ａｋ（∀ｔ ≥ ０） ； ２） Ａｋ 吸引 Ｘｋ 中一切有界集， 即 ∀Ｂｋ ⊂ Ｘｋ 为 Ｘｋ 中

的有界集， 有 ｄｉｓｔ（Ｓ（ ｔ） Ｂｋ，Ａｋ） ＝ ｓｕｐ
ｘ∈Ｂｋ

ｉｎｆ
ｙ∈Ａｋ

Ｓｋ（ ｔ）ｘ － ｙ Ｘｋ
→０（ ｔ → ∞ ） ， ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 是问题 （１） 生成的

解半群。
证明　 根据引理 ２ 和引理 ５ 可知， 问题 （１） 生成半群 Ｓ（ ｔ）：Ｘｋ → Ｘｋ 。 由引理 ３ 和引理 ４ 可得，

∀Ｂｋ ⊂ Ｘｋ 且是包含在球 （ｕ，ｖ） ２
Ｘｋ

≤ Ｒｋ{ } 的有界集， 则 Ｓ（ ｔ）（ｕ０ ，ｖ０ ） ２
Ｘｋ

＝ ｕ ２
Ｖ２ｍ＋ｋ

＋ ｖ ２
Ｖｋ

≤

ｕ０
２
Ｖ２ｍ＋ｋ

＋ ｖ０
２
Ｖｋ

＋ Ｃ ≤ Ｒｋ ＋ Ｃ ， 表明 ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 在 Ｘｋ 上一致有界。 进一步， 对 ∀（ｕ０ ，ｖ０ ） ∈ Ｘｋ ， 有

Ｓ（ ｔ）（ｕ０ ，ｖ０ ） ２
Ｘｋ

＝ ｕ ２
Ｖ２ｍ＋ｋ

＋ ｖ ２
Ｖｋ

≤ Ｒｋ ， 因此， Ｂ０ｋ ＝ ｛（ｕ，ｖ） ∈ Ｘｋ： （ｕ，ｖ） ２
Ｘｋ

＝ Ñ
２ｍ＋ｋｕ ２ ＋ Ñ

ｋｖ ２ ≤
Ｒｋ｝ 是半群 ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 中的有界吸收集。 因为 Ｘｋ Ｘ０ 是紧嵌入， 即 Ｘｋ 中的有界集是 Ｘ０ 中的紧集， 因

此解半群 ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 是全连续算子。 综上， 得到解半群 ｛Ｓ（ ｔ）｝ ｔ≥０ 的整体吸引子族 Ａｋ ＝ ω（ Ｂｋ） ＝

∩
τ≥０

∪
ｔ≥τ

Ｓ（ ｔ） Ｂ０ｋ 。 定理 １ 证毕。
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