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具有恐惧效应的随机捕食⁃食饵模型动力学

李　 江， 魏春金

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 研究具有恐惧效应的随机捕食⁃食饵模型。 证明对于任意给定的初始值， 系统都存在唯一的全

局正解； 应用随机微分方程的比较定理， 得到系统的平均持续生存与灭绝的充分条件； 证明系统存在唯一

的平稳分布且具有遍历性。 最后， 通过数值模拟来验证主要结果。
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０　 引言
长期以来， 在种群动力系统中， 捕食与食饵模型是许多学者的一个重要研究方向， 这方面的研究

也取得了大量丰富的成果［１ － ７］ 。 生态学研究主要关注的是捕食者与食饵之间的相互作用， 这种相互作

用主要是由捕食者对食饵的直接消耗控制的。 文献 ［８］ 提出了模型

ｄｘ ＝ ［ ｆ１ （ｘ（ ｔ）） － ｐ（ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ））ｙ（ ｔ）］ｄｔ，
ｄｙ ＝ ［ ｆ２ （ｙ（ ｔ）） ＋ ｃｐ（ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ））ｙ（ ｔ）］ｄｔ。{ （１）

其中： ｘ（ ｔ）、 ｙ（ ｔ） 分别表示食饵和捕食者在 ｔ 时刻的种群密度； ｃ 为转化率； ｆ１ （ｘ（ ｔ））、 ｆ２ （ｙ（ ｔ）） 分别

表示食饵和捕食者的增长率； ｐ（ｘ（ ｔ）、 ｙ（ ｔ）） 为功能反应函数。 然而， 最新的理论研究和实验结果表

明， 除了直接捕食之外， 捕食者的间接效应也会显著改变整个生态系统的动力学［９ － １１］ 。 仅仅是捕食

威胁就足以迫使食饵改变自身的生活习惯并表现出各种反捕食的行为， 如选择新的栖息地、 改变觅食

时间和寻找更安全的觅食地点等， 这也会使得食饵生长、 生存和繁殖的能力下降［１２ － １５］ 。 基于此， 文



集美大学学报 （自然科学版） 第 ２８ 卷

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

献 ［１６］ 考虑捕食者引起的恐惧并建立了模型

ｄｘ ＝ ［ ｒ０ｘｆ（ｋ，ｙ） － ｄ１ｘ － ａｘ２ － ｇ（ｘ）ｙ］ｄｔ，
ｄｙ ＝ ［ － ｄ２ｙ ＋ ｃｇ（ｘ）ｙ］ｄｔ。{ （２）

其中： ｆ（ｋ，ｙ）为恐惧函数； ｋ 为迫使食饵做出反捕食行为的恐惧程度； ｒ０ 为食饵的内禀增长率； ａ 为

食饵种内竞争； ｃ 为转化率； ｇ（ｘ） 为功能反应函数； ｄｉ（ ｉ ＝ １，２） 为自然死亡率。
事实上， 除了出生率， 食饵的反捕食行为还会影响捕食者的捕获率。 此外， 现实世界中的随机干

扰是处处存在的， 种群在环境中不可避免会受到各种随机干扰的影响［１７ － １９］ 。 因此， 与确定性模型相

比， 随机模型更具有真实性。 受到文献 ［２０ － ２１］ 的启发， 本文在模型 （２） 的基础上对随机模型

ｄｘ ＝ ｘ［ ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋｙ） － ｄ１ － ａｘ － ｐｙ ／ （（１ ＋ ｑｘ）（１ ＋ ｃ１ｋ））］ｄｔ ＋ σ１ｘｄＢ１ （ ｔ），
ｄｙ ＝ ｙ［ｃｐｘ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｘ）） － ｈｙ － ｄ２ ］ｄｔ ＋ σ２ｙｄＢ２ （ ｔ）{ （３）

进行研究， 其中： ｃ１ 、 ｃ２ 分别表示出生率和捕食率在恐惧程度 ｋ 下的下降速率； σ２
ｉ （ ｉ ＝ １，２） 表示白

噪声强度； Ｂ１ （ ｔ）、 Ｂ２ （ ｔ）是相互独立的标准布朗运动。

１　 预备知识
令 （Ω，Ｆ，｛Ｆ ｔ｝ ｔ≥０ ，Ｐ） 是一个带有滤子 ｛Ｆ ｔ｝ 并且满足通常条件 （ ｛Ｆ ｔ｝ ｔ≥０ 是右连续单调递增， 且

Ｆ０ 包含所有零测集） 的完备概率空间。 为方便起见， 约定以下记号： １） Ｒ ＋ ：＝ ｛ｘ：ｘ ＞ ０｝ ， Ｒｎ
＋ ：＝

｛（ｘ１ ，ｘ２ ，…，ｘｎ）：ｘｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ｝ ， Ｘ（ｔ） ：＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２

ｉ ； ２） 如果 ｆ（ｔ） 是可积的， 定义 〈ｆ（ｔ）〉Ｔ ＝

（１ ／ Ｔ） ∫Ｔ

０
ｆ（ ｔ）ｄｔ ； ３） 如果 ｆ（ ｔ） 是有界的， 定义 ｆ＾ ＝ ｓｕｐ

ｔ∈Ｒ ＋
ｆ（ ｔ） ， ｆˇ ＝ ｉｎｆ

ｔ∈Ｒ ＋
ｆ（ ｔ） ； ４） 对于一个在 ［０，∞ ）

的函数 ｚ（ ｔ） ， 定义 〈 ｚ（ ｔ）〉 ∗ ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

（１ ／ ｔ） ∫ｔ

０
ｚ（ ｓ）ｄｓ ， 〈 ｚ（ ｔ）〉 ∗ ＝ ｌｉｍ ｉｎｆ

ｔ→∞
（１ ／ ｔ） ∫ｔ

０
ｚ（ ｓ）ｄｓ。

随机微分方程

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄＢ（ ｔ） （４）
的解记作 ｘ（ｔ） ＝ （ｘ１ （ｔ），ｘ２ （ｔ），…，ｘｎ（ｔ））（ｔ ≥ ０） 。 其中： ｆ ∈ Ｌ１ （Ｒｎ × Ｒ＋ ，Ｒｎ） ； ｇ ∈ Ｌ２ （Ｒｎ × Ｒ＋ ，
Ｒｎ×ｍ）； Ｂ（ ｔ）是 ｎ 维布朗运动。

定理 １［２２］ （存在唯一性定理） 　 假设 ｆ（ｘ（ｔ），ｔ） 和 ｇ（ｘ（ｔ），ｔ） 关于 ｘ（ｔ） 满足下列条件： １） 局部

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件， 存在 ｃｋ ＞ ０（ｋ ＝ １，２，…） ， 使得 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｒｎ 且 ｘ ∨ ｙ ≤ ｋ ， 有 ｆ（ｘ，ｔ） － ｆ（ｙ，ｔ） ∨

ｇ（ｘ，ｔ） － ｇ（ｙ，ｔ） ≤ ｃｋ ｘ － ｙ ； ２ ） 线性增长条件， 存在 ｃ ＞ ０ ， 使得 ｆ（ｘ，ｔ） ∨ ｇ（ｘ，ｔ） ≤
ｃ １ ＋ ｘ ， ∀（ｘ，ｔ） ∈ Ｒｎ × Ｒ ＋ ， 则初始条件为 ｘ（０） ＝ ｘ０ ∈ Ｒｎ 的系统 （４） 存在唯一连续的局部解

ｘ（ ｔ）（ ｔ ∈ ［０，τｅ）） ， τｅ 是爆破时间。
定理 ２［２２］ （Ｉｔｏ^ 公式） 　 设 ｘ（ ｔ）（ ｔ ≥ ０） 是 Ｉｔｏ^ 过程， 其随机微分为 ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），

其中： ｆ ∈ Ｌ１ （Ｒ ＋ ，Ｒｎ） ； ｇ ∈ Ｌ２ （Ｒ ＋ ，Ｒｎ×ｍ） 。 若 Ｖ（ｘ（ ｔ），ｔ） ∈ Ｃ２，１ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ；Ｒ） ， 则 Ｖ（ｘ（ ｔ），ｔ） 仍然

是 Ｉｔｏ^ 过程， 具有随机微分： ｄＶ（ｘ（ ｔ），ｔ） ＝ Ｖｔ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ Ｖｘ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｘ（ ｔ） ＋ （１ ／ ２）ｄｘＴ（ ｔ）Ｖｘｘ（ｘ（ ｔ），
ｔ）ｄｘ（ ｔ） 。

定义 １［２３］ 　 若 ｘ（ ｔ） 是系统 （３） 的任意解， 则： １） 若 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｉｎｆ （１ ／ ｔ） ∫ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ＞ ０ ， 则称种群

ｘ（ ｔ） 为平均持续生存的； ２） 若 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｘ（ ｔ） ＝ ０ ， 则称种群 ｘ（ ｔ） 为灭绝的。

设 Ｘ（ ｔ） 是 Ｒｄ 中 的 自 治 Ｍａｒｋｏｖ 过 程， 可 表 示 为 随 机 微 分 方 程： ｄＸ（ ｔ） ＝ ｆ（Ｘ（ ｔ））ｄｔ ＋

∑
ｋ

ｒ ＝ １
ｇｒ（Ｘ（ ｔ））ｄＢｒ（ ｔ） ， 其扩散矩阵为： Ａ（Ｘ） ＝ ａｉｊ（Ｘ） ， ａｉｊ（Ｘ） ＝ ∑

ｋ

ｒ ＝ １
ｇｉ

ｒ（Ｘ）ｇ ｊ
ｒ（Ｘ）。

引理 １［２３ － ２４］ 　 对 Ｍａｒｋｏｖ 过程 Ｘ（ ｔ） ， 若具有正则边界的有界区域 Ｕ ∈ Ｒｄ 有如下性质： １） 对任

·８９３·
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意的 ｘ ∈ Ｕ ， 扩散矩阵 Ａ（Ｘ） 的最小特征值是非零的； ２） 存在非负 Ｃ２⁃ 函数 Ｖ， 使得 ＬＶ 在 Ｒｄ ＼ Ｕ 上为

负数， 则 Ｍａｒｋｏｖ 过程 Ｘ（ ｔ） 存在唯一的遍历平稳分布 μ（·） 。
引理２［２１］ 　 令 ｘ（ｔ） ∈ Ｃ［Ω × Ｒ＋，Ｒ＋］ ， １） 若存在正常数 α０、 Ｔ 和 α ≥ ０ ， 使得当 ｔ ＞ Ｔ 时， ｌｎ ｘ（ｔ） ≤

αＴ － α０ ∫ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
βｉＢ ｉ（ ｔ） ， 其中 βｉ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ） 为 Ｒ ＋ 上的有界连续函数， Ｂ ｉ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ） 为独立

标准布朗运动， 则 〈ｘ〉 ∗ ≤ α ／ α０ 是几乎确定的； ２） 若存在正常数 α０ 、 Ｔ 和 α ≥ ０ ， 使得当 ｔ ＞ Ｔ 时，

ｌｎ ｘ（ ｔ） ≥ αＴ － α０ ∫ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
βｉＢ ｉ（ ｔ） ， 其中 βｉ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ） 为 Ｒ ＋ 上的有界连续函数， Ｂ ｉ（１ ≤ ｉ ≤

ｎ） 为独立标准布朗运动， 则 〈ｘ〉 ∗ ≥ α ／ α０ 。

引理 ３［２５］ 　 对任意 ｘ ＞ ０， ｙ ＞ ０， ０ ＜ θ ＜ １， 不等式 ｘ（１ － ｘ） ＋ ２ｘ ≤ ２ ｘ 、 （ｘ ＋ ｙ） θ ≤ ｘθ ＋ ｙθ 成立。

２　 全局正解的存在性
定理 ３　 对任意给定的初值 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２

＋ ， 系统 （３） 在 ｔ∈［０，∞ ） 存在唯一正解 （ｘ（ ｔ），
ｙ（ ｔ）） ， 并且以概率 １ 存在于 Ｒ２

＋ 中。
证明　 首先考虑方程

ｄｕ ＝ ［ ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋｅｖ） － ｄ１ － ａｅｕ － ｐｅｖ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｅｕ）） － σ２
１ ／ ２］ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ （ ｔ），

ｄｖ ＝ ［ － ｄ２ － ｈｅｖ ＋ ｃｐｅｕ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｅｕ）） － σ２
２ ／ ２］ｄｔ ＋ σ２ ｄＢ２ （ ｔ）。{ （５）

显然， 系统 （５） 满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件， 则系统存在唯一的局部解 （ｕ（ ｔ），ｖ（ ｔ））∈ Ｒ２
＋ ， ｔ ∈［０，τｅ） ，

其中 τｅ 是爆破时间。 设 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ＝ （ｅｕ（ ｔ） ，ｅｖ（ ｔ） ） 是模型 （３） 满足初始条件 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２
＋ 的

唯一局部解， 为了证明这个解是全局的， 只需证明 τｅ ＝ ＋∞ 。
令 ｋ０ ＞ ０ 足够大， 使得 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ∈ ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ × ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ ， 对于任意的正数 ｋ ≥ ｋ０ ， 定义一

个停时序列： τｋ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ∈ ［０，τｅ）：ｘ（ ｔ） ⊈ （１ ／ ｋ，ｋ） 或 ｙ（ ｔ） ⊈ （１ ／ ｋ，ｋ）｝。
定义 ｉｎｆ Φ ＝ ＋∞ （Φ 代表一个空集）。 显然当 ｋ → ∞ 时， τｋ 是单调递增的， 且 τｋ ＜ τｅ ， 于是有

τ∞ ＝ ｌｉｍ
ｋ→＋∞

τｋ ， 其中 τ∞ ≤ τｅ 。 因此， 只需证明 τ∞ → ∞ 。

假设 τ∞ →／ ∞ ， 则存在常数 Ｔ１ ≥ ０ 、 􀆠 ∈ （０，１） 和一个正整数 ｋ１ ≥ ｋ０ ， 使得 Ｐ｛τｋ ≤ Ｔ１ ｝ ≥ ε ，
∀ｋ ≥ ｋ１ 。

定义一个 Ｃ２ ⁃函数 Ｖ（ｘ，ｙ）：Ｒ２
＋ → Ｒ ＋ ， Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ （ｘ － １ － ｌｎ ｘ） ＋ （ｙ － １ － ｌｎ ｙ） 。 由 Ｉｔｏ^ 公式可得

ｄＶ（ｘ，ｙ） ＝ ＬＶ（ｘ，ｙ）ｄｔ ＋ （ｘ － １）σ１ ｄＢ１ ＋ （ｙ － １）σ２ ｄＢ２ ，
ＬＶ ＝ ｘ［ ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋｙ） － ｄ１ － ａｘ － ｐｙ ／ （（１ ＋ ｑｘ）（１ ＋ ｃ１ｋ））］ － ［ ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋｙ） － ｄ１ －

ａｘ － ｐｙ ／ （（１ ＋ ｑｘ）（１ ＋ ｃ１ｋ））］ ＋ ｙ［ｃｐｘ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｘ）） － ｈｙ － ｄ２ ］ －
［ｃｐｘ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｘ）） － ｈｙ － ｄ２ ］ ＋ σ２

１ ／ ２ ＋ σ２
２ ／ ２ ≤－ ａｘ２ ＋ （ ｒ － ｄ１ ＋

ａ）ｘ － ｈｙ２ ＋ ［（１ ＋ ｃ）ｐ ／ （１ ＋ ｃ１ｋ） － ｄ２ ＋ ｈ］ｙ ＋ ｄ１ ＋ ｄ２ ＋ σ２
１ ／ ２ ＋ σ２

２ ／ ２ ≤
（ ｒ － ｄ１ ＋ ａ） ２ ／ （４ａ） ＋ ［（１ ＋ ｃ）ｐ ／ （１ ＋ ｃ１ｋ） － ｄ２ ＋ ｈ］ ２ ／ （４ｈ） ＋
ｄ１ ＋ ｄ２ ＋ σ２

１ ／ ２ ＋ σ２
２ ／ ２：＝ Ｋ ＞ ０ 。

后续证明与文献 ［２６］ 类似， 在此省略。

３　 随机持久与灭绝
定理 ４　 设 ｘ（ｔ）、 ｙ（ｔ）是系统 （３） 满足初始条件 ｘ（０） ＞ ０、 ｙ（０） ＞ ０ 的任意解， 则对任意 ｍ ≥ １ ，

有： Ｅ（ｘｍ（ ｔ）） ≤ Ｌ（ｍ） ， Ｌ（ｍ） ＝ ｍａｘ｛ｍ（ｍ ／ ａ） ｍ［（１ ／ ｍ ＋ ｒ － ｄ１ ＋ （ｍ － １）σ２
１ ／ ２） ／ （ｍ ＋ １）］ ｍ＋１ ，ｘ（０） ｍ｝。

同样， 对于 ｎ ≥ １ ， 有： Ｅ（ｙｎ（ ｔ）） ≤ Ｍ（ｎ） ， Ｍ（ｎ） ＝ ｍａｘ｛ｎ（ｎ ／ ｈ） ｎ［（１ ／ ｎ ＋ ｃｐ ／ （１ ＋ ｃ１ｋ） － ｄ２ ＋ （ｎ －
１）σ２

２ ／ ２） ／ （ｎ ＋ １）］ ｎ＋１ ，ｙ（０） ｎ｝。

·９９３·
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证明　 令 Ｑ（ｘ，ｔ） ＝ ｅｔｘｍ ， 其中 ｍ ≥ １。 应用 Ｉｔｏ^ 公式得， ｄＱ ＝ ｍｅｔｘｍ［１ ／ ｍ ＋ ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋｙ） － ｄ１ －
ａｘ － ｐｙ ／ （（１ ＋ ｑｘ）（１ ＋ ｃ１ｋ）） ＋ （ｍ － １）σ２

１ ／ ２］ｄｔ ＋ ｍｅｔｘｍσ１ ｄＢ１ ， 因此， Ｅ（Ｑ（ｘ，ｔ）） ＝ ｘ（０） ｍ ＋

ｍ ∫ｔ

０
ｅｓｘｍ［１ ／ ｍ ＋ ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋｙ） － ｄ１ － ａｘ － ｐｙ ／ （（１ ＋ ｑｘ）（１ ＋ ｃ１ｋ）） ＋ （ｍ － １）σ２

１ ／ ２］ｄｓ ≤ ｘ（０）ｍ ＋

ｍ ∫ｔ

０
ｅｓｘｍ［１ ／ ｍ ＋ ｒ － ｄ１ － ａｘ ＋ （ｍ － １）σ２

１ ／ ２］ｄｓ 。 记 ｆ１ （ｘ） ＝ ｘｍ（１ ／ ｍ ＋ ｒ － ｄ１ － ａｘ ＋ （ｍ － １）σ２
１ ／ ２） 。 考

虑到 ｆ１′（ｘ） ＝ ｍｘｍ－１ （１ ／ ｍ ＋ ｒ － ｄ１ － ａｘ ＋ （ｍ － １）σ２
１ ／ ２） ＋ ｘｍ － ａ ， ｆ１′（ｘ） ＝ ０ ， ｘ∗ ＝ ｍ（１ ／ ｍ ＋ ｒ － ｄ１ ＋

（ｍ － １）σ２
１ ／ ２） ／ （ａ（ｍ ＋ １）） 。 又因为 ｆ１ （ｘ）＂ ＜ ０ ， 故 ｆ１ （ｘ） ｍａｘ ＝ ｆ１ （ｘ∗） ＝ （ｍ ／ ａ） ｍ［（１ ／ ｍ ＋ ｒ － ｄ１ ＋

（ｍ － １）σ２
１ ／ ２） ／ （ｍ ＋ １）］ ｍ＋１ ， 因此， Ｅ（ｅｔｘｍ） ≤ ｘ（０） ｍ ＋ ｍ ∫ｔ

０
ｅｓ（ｍ ／ ａ） ｍ［ （１ ／ ｍ ＋ ｒ － ｄ１ ＋ （ｍ － １）

σ２
１ ／ ２） ／ （ｍ ＋ １）］ ｍ＋１ ｄｓ ＝ ｘ（０） ｍ ＋ ｍ（ｍ ／ ａ） ｍ［（１ ／ ｍ ＋ ｒ － ｄ１ ＋ （ｍ － １）σ２

１ ／ ２） ／ （ｍ ＋ １）］ ｍ＋１ （ｅｔ － １） ， 于

是 Ｅ（ｘｍ） ≤ ｛ｘ（０）ｍ － ｍ（ｍ／ ａ）ｍ［（１ ／ ｍ ＋ ｒ － ｄ１ ＋ （ｍ － １）σ２
１ ／ ２） ／ （ｍ ＋ １）］ｍ＋１ ｝ｅ －ｔ ＋ ｍ（ｍ／ ａ）ｍ［（１ ／ ｍ ＋

ｒ －ｄ１ ＋ （ｍ － １）σ２
１ ／ ２） ／ （ｍ ＋ １）］ ｍ＋１ 。 故当 ｔ ＝ ０ 时， Ｅ（ｘｍ） ≤ ｘ（０） ｍ ； 当 ｔ → ∞ 时， Ｅ（ｘｍ） ≤

ｍ（ｍ ／ ａ） ｍ［（１ ／ ｍ ＋ ｒ － ｄ１ ＋ （ｍ － １）σ２
１ ／ ２） ／ （ｍ ＋ １）］ ｍ＋１ 。 令 Ｌ（ｍ） ＝ ｍａｘ｛ｍ（ｍ ／ ａ） ｍ［（１ ／ ｍ ＋ ｒ － ｄ１ ＋

（ｍ － １）σ２
１ ／ ２） ／ （ｍ ＋ １）］ ｍ＋１ ，ｘ（０） ｍ｝ ， 则有： 对 ｍ≥１， Ｅ（ｘｍ） ≤ Ｌ（ｍ） 。

同理可得， 令 Ｍ（ｎ） ＝ ｍａｘ｛ｎ（ｎ ／ ｈ） ｎ［（１ ／ ｎ ＋ ｃｐ ／ （１ ＋ ｃ１ｋ） － ｄ２ ＋ （ｎ － １）σ２
２ ／ ２） ／ （ｎ ＋ １）］ ｎ＋１ ，

ｙ（０） ｎ｝， 则有： 对 ｎ≥１， Ｅ（ｙｎ） ≤ Ｍ（ｎ）。
定理 ５　 设 ｘ（ ｔ）、 ｙ（ ｔ）是系统 （３） 满足初始条件 ｘ（０） ＞ ０、 ｙ（０） ＞ ０ 的任意解， 则： １） 若 ｄ１ ＋

σ２
１ ／ ２ ＜ ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋＭ（１）） － ｐＭ（１） ／ （１ ＋ ｃ１ｋ） ， 则种群 ｘ（ ｔ） 平均持久； ２） 若 ｄ１ ＋ σ２

１ ／ ２ ＜ ｒ ／ （１ ＋
ｃ２ｋＭ（１）） － ｐＭ（１） ／ （１ ＋ ｃ１ｋ） 且 ｄ２ ＋ σ２

２ ／ ２ ＜ ｃｐ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）ｑ） ， 则种群 ｙ（ ｔ） 平均持久。
证明　 首先由系统 （３） 第一个方程可得： ｄ（ｌｎ ｘ） ＝ ［ ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋｙ） － ｄ１ － ａｘ － ｐｙ ／ （（１ ＋ ｑｘ）（１ ＋

ｃ１ｋ）） － σ２
１ ／ ２］ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ ， 对其两边从 ０ 到 ｔ 进行积分得： （ｌｎ ｘ（ ｔ） － ｌｎ ｘ（０）） ／ ｔ ＝ （１ ／ ｔ） ∫ｔ

０
ｒ ／ （１ ＋

ｃ２ｋｙ）ｄｓ － （ｄ１ ＋ σ２
１ ／ ２） － （ａ ／ ｔ） ∫ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ － ［ｐ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ） ｔ）］ ∫ｔ

０
［ｙ（ ｓ） － ｑｘ（ ｓ）ｙ（ ｓ） ／ （１ ＋ ｑｘ（ ｓ）］ｄｓ ＋

Ｍ１ （ ｔ） ／ ｔ ， 其中 Ｍ１ （ ｔ） ＝ ∫ｔ

０
σ１ ｄＢ１ （ ｓ） 为实局部鞅。 由局部鞅强大数定理可得 ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｍ１ （ ｔ） ／ ｔ ＝ ０ 。 注意到

ｙ ≤ Ｍ（１） ， 于是有 （ｌｎ ｘ（ｔ） － ｌｎ ｘ（０）） ／ ｔ ≥ ［ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋＭ（１）） － ｐＭ（１） ／ （１ ＋ ｃ１ｋ） － ｄ１ － σ２
１ ／ ２］ － （ａ ／ ｔ）

∫ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ 。 由引理 ２ 结论 ２） 可得： 〈ｘ〉 ∗ ≥ ［ ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋＭ（１）） － ｐＭ（１） ／ （１ ＋ ｃ１ｋ） － ｄ１ － σ２

１ ／ ２］ ／ ａ 是

几乎确定的， 即当 ｄ１ ＋ σ２
１ ／ ２ ＜ ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋＭ（１）） － ｐＭ（１） ／ （１ ＋ ｃ１ｋ） 时， 〈ｘ〉 ∗ ＞ ０ 是几乎确定的。

接下来考虑捕食者的持久性。 首先需要注意的是， 从生物学角度考虑， 食饵持久是捕食者持久的

必要条件， 因此 ｘ（ ｔ） 存在最小值， 记为 Ｘ∗ 。 由系统 （３） 第二个方程可得： ｄ（ｌｎ ｙ） ＝ ［ｃｐｘ ／ （（１ ＋
ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｘ）） － ｈｙ － ｄ２ － σ２

２ ／ ２）］ｄｔ ＋ σ２ｄＢ２ 。 注意到 ｃｐｘ ／ ［（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｘ）］ ＝ ［ｃ ／ （１ ＋ ｃ１ｋ）］［（ｐ ／ ｑ －
ｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｑｘ））］ ≥ ［ｃ ／ （１ ＋ ｃ１ｋ）］［ｐ ／ ｑ － ｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｑＸ∗））］ ， 因此 ｄ（ｌｎ ｙ） ≥ ［ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）） －
ｄ２ － σ２

２ ／ ２］ｄｔ － ［ｈ ＋ ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑＸ∗））］ｙｄｔ ＋ σ２ｄＢ２ 。 对其两边从 ０ 到 ｔ 进行积分得： （ｌｎ ｙ（ｔ） －

ｌｎ ｙ（０）） ／ ｔ ＝ ［ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）） － ｄ２ － σ２
２ ／ ２］ － ［ｈ ＋ ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑＸ∗））］ ∫ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ＋ Ｍ２ （ ｔ） ／ ｔ，

其中 Ｍ２ （ ｔ） ＝ ∫ｔ

０
σ２ ｄＢ２ （ ｓ） 为实局部鞅。 由局部鞅强大数定理可得 ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｍ２ （ ｔ） ／ ｔ ＝ ０ 。 再结合引理 ２ 结

论 ２） 可得： 〈ｙ〉 ∗ ≥ ［ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）） － ｄ２ － σ２
２ ／ ２］ ／ ［ｈ ＋ ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑＸ∗））］ 是几乎确定的，

即当 ｄ２ ＋ σ２
２ ／ ２ ＜ ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）） 时， 〈ｙ〉 ∗ ＞ ０ 是几乎确定的。

定理 ６　 设 ｘ（ ｔ）、 ｙ（ ｔ）是系统 （３） 满足初始条件 ｘ（０） ＞ ０、 ｙ（０） ＞ ０ 的任意解， 则： １） 若 ｒ ≤

·００４·
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ｄ１ ＋ σ２
１ ／ ２ ， 则种群 ｘ（ ｔ） 灭绝； ２） 若 ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）） ≤ ｄ２ ＋ σ２

１ ／ ２ ， 则种群 ｙ（ ｔ） 灭绝。
证明　 因为 ｄｘ ＝ ｘ［ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋｙ） － ｄ１ － ａｘ － ｐｙ ／ （（１ ＋ ｑｘ）（１ ＋ ｃ１ｋ））］ｄｔ ＋ σ１ｘｄＢ１ ， 所以 ｄ（ｌｎ ｘ） ＝

［ ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋｙ） － ｄ１ － ａｘ － ｐｙ ／ （（１ ＋ ｑｘ）（１ ＋ ｃ１ｋ）） － σ２
１ ／ ２］ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ ≤ （ ｒ － ｄ１ － ａｘ － σ２

１ ／ ２）ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ 。
记 ｆ２ （ｘ） ＝ ｒ － ｄ１ － ａｘ － σ２

１ ／ ２ ， 因为 ｆ２ ′（ｘ） ＝ － ａ ＜ ０ ， 所以 ｆ２ （ｘ） ｍａｘ ＝ ｆ２ （０） ＝ ｒ － ｄ１ － σ２
１ ／ ２ 。 于

是 ｄ（ｌｎ ｘ） ≤ （ ｒ － ｄ１ － σ２
１ ／ ２）ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ ， 即 ｌｎ ｘ ≤ ｌｎ ｘ（０） ＋ （ ｒ － ｄ１ － σ２

１ ／ ２） ｔ ＋ σ１Ｂ１ 。 由局部鞅强

大数定律可得： ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｌｎ ｘ（ ｔ） ／ ｔ ≤ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

［ｌｎ ｘ（０） ／ ｔ ＋ （ ｒ － ｄ１ － σ２
１ ／ ２） ＋ σ１Ｂ１ ／ ｔ］ ＝ ｒ － ｄ１ － σ２

１ ／ ２ ，

所以当 ｒ ≤ ｄ１ ＋ σ２
１ ／ ２ 时， ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→∞
ｌｎ ｘ（ ｔ） ／ ｔ ≤ ０ ， 即 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｘ（ ｔ） ＝ ０。

由系统 （３） 第二个方程可知， ｄ（ｌｎ ｙ） ＝ ［ｃｐｘ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｘ）） － ｈｙ － ｄ２ － σ２
２ ／ ２］ｄｔ ＋ σ２ ｄＢ２ ≤

［ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）） － ｈｙ － ｄ２ － σ２
２ ／ ２］ｄｔ ＋ σ２ ｄＢ２ 。 同理可得， 当 ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）） ≤ ｄ２ ＋ σ２

２ ／ ２ 时，
ｌｉｍ
ｔ→∞

ｙ（ ｔ） ＝ ０。

注 １　 定理 ５ 和定理 ６ 表明， 当 ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）） ≤ ｄ２ ＋ σ２
２ ／ ２ 时， 种群 ｙ（ ｔ） 灭绝， 反之， 种群

ｙ（ ｔ） 平均持久。 由此可见， 白噪声强度 σ２ 对种群 ｙ（ ｔ） 的生存有较大的影响。 当 ｒ ≤ ｄ１ ＋ σ２
１ ／ ２ 时， 种

群 ｘ（ ｔ） 灭绝。 反之， 当 ｃ２ ＝ ０ 时， 若 ｒ ＝ ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋＭ（１）） ＞ ｄ１ ＋ σ２
１ ／ ２ ， 则种群 ｘ（ ｔ） 平均持久； 当

ｃ２ ＞ ０ 时， 若 ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋＭ（１）） ＜ ｄ１ ＋ σ２
１ ／ ２ ＜ ｒ ， 种群 ｘ（ ｔ） 的持久与灭绝尚无法判断。 由此可见， 白

噪声强度 σ１ 和恐惧导致的出生率变化强度 ｃ２ 对种群 ｘ（ ｔ） 的生存有较大的影响。

４　 遍历平稳分布的存在性
定理 ７　 若 λ：＝ ｃｐ（ ｒ － ｄ１ － σ２

１ ／ ２） ／ （ ｒ（１ ＋ ｃ１ｋ）（ａ ＋ ｑｒ）） － ｄ２ － σ２
２ ／ ２ ＞ ０ ， 则系统 （３） 存在唯

一的遍历平稳分布 μ（·）。
证明　 为了证明定理 ７， 需要验证引理 １ 中的条件 １）、 条件 ２）。 系统 （３） 的扩散矩阵 Ａ ＝

σ２
１ｘ２ 　 ０

０　 σ２
２ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 显然满足条件 １）。 下面验证条件 ２）。

由系统 （３）， 有 Ｌ（ｘ） ＝ － ａｘ２ － ｄ１ｘ ＋ ｒｘ ／ （１ ＋ ｃ２ｋｙ） － ｐｘｙ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｘ）） ≤ ｒｘ － ａｘ２ ≤
－ ｒ（１ ＋ ｑｘ） ／ ｑ ＋ ｒ（ａ ＋ ｑｒ） ／ （ｑａ） ， 其中第二个不等号由 ａ（ｘ － ｒ ／ ａ）２ ≥ ０ 得到。 此外， Ｌ（ｙ） ＝ － ｈｙ２ －
ｄ２ｙ ＋ ｐｃｘｙ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｘ）） ≤－ ｈｙ２ － ｄ２ｙ ＋ ｐｃｘｙ ， Ｌ（ － ｌｎ ｘ） ＝ ａｘ ＋ ｄ１ ＋ ｐｙ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｘ）） －
ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋｙ） ＋ σ２

１ ／ ２ ≤ ａｘ ＋ （ ｒｃ２ｋ ＋ ｐ）ｙ － ｒ ＋ ｄ１ ＋ σ２
１ ／ ２ ， Ｌ（ － ｌｎ ｙ） ＝ ｈｙ ＋ ｄ２ － ｃｐｘ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋

ｑｘ）） ＋ σ２
２ ／ ２。

令 Ｖ１ ＝ － ｌｎ ｙ ＋ ψ１ｘ ， 则 ＬＶ１ ≤ ｈｙ ＋ ｄ２ － ｃｐｘ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｘ）） ＋ σ２
２ ／ ２ － ψ１ｒ（１ ＋ ｑｘ） ／ ｑ ＋ ψ１ｒ（ａ ＋

ｑｒ） ／ （ｑａ） ≤－ ２ ψ１ｃｐｒ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）） ｘ ＋ ｈｙ ＋ ｄ２ ＋ σ２
２ ／ ２ ＋ ψ１ ｒ（ａ ＋ ｑｒ） ／ （ｑａ）。

令 Ｖ２ ＝ ａｘ ／ （２ｒ２） － ｌｎ ｘ ／ ｒ ， 则 ＬＶ２ ≤ ａｘ（１ － ａｘ ／ ｒ） ／ （２ｒ） ＋ ａｘ ／ ｒ ＋ （ｒｃ２ｋ ＋ ｐ）ｙ ／ ｒ － （ｒ － ｄ１ － σ２
１ ／ ２） ／ ｒ ≤

ａ ／ ｒ ｘ ＋ （ ｒｃ２ｋ ＋ ｐ）ｙ ／ ｒ － （ ｒ － ｄ１ － σ２
１ ／ ２） ／ ｒ ， 其中第二个不等号由引理 ３ 得到。

令 Ｖ３ ＝ Ｖ１ ＋ ２ ψ１ｃｐｒ２ ／ （ｑａ（１ ＋ ｃ１ｋ）） Ｖ２ ＋ ［ｈ ＋ ２（ ｒｃ２ｋ ＋ ｐ） ψ１ｃｐｒ２ ／ （ｑａ（１ ＋ ｃ１ｋ）） ／ ｒ］ｙ ／ ｄ２ ， 则

ＬＶ３ ≤－ ２ ψ１ｃｐｒ２ ／ （ｑａ（１ ＋ ｃ１ｋ）） （ ｒ － ｄ１ － σ２
１ ／ ２） ／ ｒ ＋ ｄ２ ＋ σ２

２ ／ ２ ＋ ψ１ ｒ（ａ ＋ ｑｒ） ／ （ｑａ） ＋ ψ２ｘｙ ， 其中

ψ２ ＝ ｃｐ［ｈ ＋ ２（ｒｃ２ｋ ＋ ｐ） ψ１ｃｐｒ２ ／ （ｑａ（１ ＋ ｃ１ｋ）） ／ ｒ］ ／ ｄ２ ＞ ０ 。 取 ψ１ ＝ ｃｐｑａ（ｒ － ｄ１ － σ２
１ ／ ２） ／ ［（１ ＋ ｃ１ｋ）（ａ ＋

ｑｒ）２ｒ２］ ， 则 ＬＶ３ ≤－ λ ＋ ψ２ｘｙ ， 其中 λ：＝ ｃｐ（ｒ － ｄ１ － σ２
１ ／ ２） ／ （ｒ（１ ＋ ｃ１ｋ）（ａ ＋ ｑｒ）） － ｄ２ － σ２

２ ／ ２ ＞ ０ 。
令 Ｖ４ ＝ （ｃｘ ＋ ｙ）θ＋１ ／ （θ ＋ １） ， 其中， ０ ＜ θ ＜ １， 则 ＬＶ４ ＝ ｃ（ｃｘ ＋ ｙ）θ［ － ａｘ２ － ｄ１ｘ ＋ ｒｘ ／ （１ ＋ ｃ２ｋｙ） －

ｐｘｙ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｘ））］ ＋ （ｃｘ ＋ ｙ）θ（ － ｈｙ２ － ｄ２ｙ ＋ ｃｐｘｙ ／ （（１ ＋ ｃ１ｋ）（１ ＋ ｑｘ））） ＋ ｃ２θ（ｃｘ ＋ ｙ）θ－１σ２
１ｘ２ ／ ２ ＋

θ（ｃｘ ＋ ｙ） θ－１σ２
２ｙ２ ／ ２ ≤ （ｃｘ ＋ ｙ） θ［ － ａｃｘ２ ＋ ｃ（ｒ － ｄ１ ）ｘ － ｈｙ２ － ｄ２ｙ ＋ ｃ２θσ２

１ｘ２ ／ （２（ｃｘ ＋ ｙ）） ＋ θσ２
２ｙ２ ／ （２（ｃｘ ＋

ｙ））］ ≤－ ａｃ１＋θｘ２＋θ ＋ ｃ１＋θ（ｒ － ｄ１ ）ｘ１＋θ － ｈｙ２＋θ － ｄ２ｙ１＋θ ＋ ｃ（ｒ － ｄ１ ）ｘｙ１＋θ ＋ θ（ｃθｘθ ＋ ｙθ）（ｃσ２
１ｘ ＋ σ２

２ｙ） ／ ２。

·１０４·
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取 Ｖ ＝ ＭＶ３ ＋ Ｖ４ ， 有 ＬＶ≤ Ｍ（－ λ ＋ ψ２ｘｙ） － ａｃ１＋θｘ２＋θ ＋ ｃ１＋θ（ｒ － ｄ１）ｘ１＋θ － ｈｙ２＋θ － ｄ２ｙ１＋θ ＋ ｃ（ｒ － ｄ１ ）ｘｙθ ＋
θ（ｃθｘθ ＋ ｙθ）（ｃσ２

１ｘ ＋ σ２
２ｙ） ／ ２ ≤－ Ｍλ ／ ４ ＋ Ｍ（ － λ ／ ４ ＋ ψ２ｘｙ） － ａｃ１ ＋θｘ２ ＋θ ／ ２ － ｈｙ２ ＋θ ／ ２ ＋ （ － Ｍλ ／ ２） ＋

ｓｕｐ
（ｘ，ｙ）∈Ｒ ＋

［ － ａｃ１ ＋θｘ２ ＋θ ／ ２ － ｈｙ２ ＋θ ／ ２ ＋ ｃ１ ＋θ（ ｒ － ｄ１ ）ｘ１ ＋θ － ｄ２ｙ１ ＋θ ＋ ｃ（ ｒ － ｄ１ ）ｘｙθ ＋ θ（ｃθｘθ ＋ ｙθ）（ｃσ２
１ｘ ＋ σ２

２ｙ） ／ ２］，

其中， Ｍ ＝ （２ ／ λ）ｍａｘ｛２， ｓｕｐ
（ｘ，ｙ）∈Ｒ２＋

［ － ａｃ１ ＋θｘ２ ＋θ ／ ２ － ｈｙ２ ＋θ ／ ２ ＋ ｃ１ ＋θ（ ｒ － ｄ１ ）ｘ１ ＋θ － ｄ２ｙ１ ＋θ ＋ ｃ（ ｒ － ｄ１ ）ｘｙθ ＋

θ（ｃθｘθ ＋ ｙθ）（ｃσ２
１ｘ ＋ σ２

２ｙ） ／ ２］｝ 。 定义开集 Ｄ􀆠 ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ ：􀆠 ＜ ｘ ＜ １ ／ 􀆠，􀆠 ＜ ｙ ＜ １ ／ 􀆠｝， 其中 ０ ＜

􀆠 ＜ １ 为一个充分小的数且满足： 􀆠 ＜ λ ／ （４ψ２ ） ； 􀆠 ＜ ｈ ／ （２ψ２Ｍ） ； 􀆠 ＜ ａｃ１＋θ ／ （２ψ２Ｍ） ； － ａｃ１＋θ ／ （２􀆠２＋θ） ＋
ψ３ ＜ － １ ； － ｈ ／ （２􀆠２ ＋θ） ＋ ψ３ ＜ － １ 。

将 Ｄｃ
􀆠 ＝ Ｒ２

＋ ＼ Ｄ􀆠 分为如下 ４ 个区域： Ｄ１
􀆠 ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ：ｘ ＜ 􀆠｝ ； Ｄ２
􀆠 ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ：ｙ ＜ 􀆠｝ ；
Ｄ３

􀆠 ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ ：ｘ ＞ １ ／ 􀆠｝ ； Ｄ４

􀆠 ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ ：ｙ ＞ １ ／ 􀆠｝ 。

情形 １　 在区域 Ｄ１
􀆠 上， 有： ｘｙ ＜ 􀆠（１ ＋ ｙ２ ＋ θ）， ＬＶ ≤－ Ｍλ／ ４ ＋ Ｍ（ － λ ／ ４ ＋ ψ２􀆠） ＋ （ψ２Ｍ􀆠 － ｈ ／ ２）ｙ２＋θ －

ａｃ１ ＋θｘ２ ＋θ ／ ２ ＋ （ － Ｍλ ／ ２） ＋ ｓｕｐ
（ｘ，ｙ）∈Ｒ ＋

［ － ａｃ１ ＋θｘ２ ＋θ ／ ２ － ｈｙ２ ＋θ ／ ２ ＋ ｃ１ ＋θ（ ｒ － ｄ１ ）ｘ１ ＋θ － ｄ２ｙ１ ＋θ ＋ ｃ（ ｒ － ｄ１ ）ｘｙθ ＋

θ（ｃθｘθ ＋ ｙθ）（ｃσ２
１ｘ ＋ σ２

２ｙ） ／ ２］ ≤－ Ｍλ ／ ４ － ａｃ１ ＋θｘ２ ＋θ ／ ２ ≤－ １ 。
情形 ２ 　 在区域 Ｄ２

􀆠 上， 有： ｘｙ ＜ 􀆠（１ ＋ ｘ２ ＋θ） ， ＬＶ ≤－ Ｍλ ／ ４ ＋ Ｍ（ － λ ／ ４ ＋ ψ２􀆠） ＋ （ψ２Ｍ􀆠 －
ａｃ１ ＋θ ／ ２）ｘ２ ＋θ － ｈｙ２ ＋θ ／ ２ ＋ （ － Ｍλ ／ ２） ＋ ｓｕｐ

（ｘ，ｙ）∈Ｒ ＋
［ － ａｃ１ ＋θｘ２ ＋θ ／ ２ － ｈｙ２ ＋θ ／ ２ ＋ ｃ１ ＋θ（ ｒ － ｄ１ ）ｘ１ ＋θ － ｄ２ｙ１ ＋θ ＋ ｃ（ ｒ －

ｄ１ ）ｘｙθ ＋ θ（ｃθｘθ ＋ ｙθ）（ｃσ２
１ｘ ＋ σ２

２ｙ） ／ ２］ ≤－ Ｍλ ／ ４ － ｈｙ２ ＋θ ／ ２ ≤－ １ 。
情形 ３　 在区域 Ｄ３

􀆠 上， 有： ＬＶ ≤－ ａｃ１ ＋θｘ２ ＋θ ／ ２ － ｈｙ２ ＋θ ／ ２ ＋ ［Ｍ（ － λ ＋ ψ２ｘｙ） ＋ ｃ１ ＋θ（ ｒ － ｄ１ ）ｘ１ ＋θ －
ａｃ１ ＋θｘ２ ＋θ ／ ２ － ｈｙ２ ＋θ ／ ２ － ｄ２ｙ１ ＋θ ＋ ｃ（ ｒ － ｄ１ ）ｘｙθ ＋ θ（ｃθｘθ ＋ ｙθ）（ｃσ２

１ｘ ＋ σ２
２ｙ） ／ ２］ ≤－ ａｃ１ ＋θ ／ （２􀆠２ ＋θ） ＋ ψ３ ≤

－ １ ， 其中， ψ３ ＝ ｓｕｐ
（ｘ，ｙ）∈Ｒ２＋

｛Ｍ（ － λ ＋ ψ２ｘｙ） ＋ ｃ１ ＋θ（ ｒ － ｄ１ ）ｘ１ ＋θ － ａｃ１ ＋θｘ２ ＋θ ／ ２ － ｈｙ２ ＋θ ／ ２ － ｄ２ｙ１ ＋θ ＋ ｃ（ ｒ －

ｄ１ ）ｘｙθ ＋ θ（ｃθｘθ ＋ ｙθ）（ｃσ２
１ｘ ＋ σ２

２ｙ） ／ ２｝。
情形 ４　 在区域 Ｄ４

􀆠 上， 有： ＬＶ ≤－ ａｃ１ ＋θｘ２ ＋θ ／ ２ － ｈｙ２ ＋θ ／ ２ ＋ ［Ｍ（ － λ ＋ ψ２ｘｙ） ＋ ｃ１ ＋θ（ ｒ － ｄ１ ）ｘ１ ＋θ －
ａｃ１ ＋θｘ２ ＋θ ／ ２ － ｈｙ２ ＋θ ／ ２ － ｄ２ｙ１ ＋θ ＋ ｃ（ ｒ － ｄ１ ）ｘｙθ ＋ θ（ｃθｘθ ＋ ｙθ）（ｃσ２

１ｘ ＋ σ２
２ｙ） ／ ２］ ≤ ｈｙ２ ＋θ ／ ２ ＋ ψ３ ≤－ １ 。

综上所述， 对于任意的 （ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ ＼ Ｄ􀆠 ， 有 ＬＶ≤ － １， 即引理 １ 中条件 ２） 成立。 因此系统

（３） 存在唯一遍历平稳分布 μ（·） 。

５　 数值模拟结果
为了验证上述理论， 本文采用 Ｍｉｌｓｔｅｉｎ 高阶方法［２７］对给定初始值和参数的随机模型 （３） 进行数

值模拟。
对于随机系统 （３）， 首先取初值 ｘ（０） ＝ １􀆰 ２、 ｙ（０） ＝ ０􀆰 ８， 并选择适当参数： ｒ ＝ ０􀆰 ４， ａ ＝ ０􀆰 ０１，

ｈ ＝ ０􀆰 ０１， ｐ ＝ ０􀆰 ３， ｑ ＝ ０􀆰 ５， ｋ ＝ ８， ｄ１ ＝ ０􀆰 ０２， ｄ２ ＝ ０􀆰 ０２， ｃ ＝ ０􀆰 １， ｃ１ ＝ ０􀆰 ００２， ｃ２ ＝ ０􀆰 ００３， σ１ ＝ ０􀆰 ０２，
σ２ ＝ ０􀆰 ０２。 通过计算可得： ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋＭ（１）） ＝ ０􀆰 ２４８ ２ ＞ ０􀆰 ０２０ ２ ＝ ｄ１ ＋ σ２

１ ／ ２ ， ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）） ＝
０􀆰 ０５９ １ ＞ ０􀆰 ０２０ ２ ＝ ｄ２ ＋ σ２

２ ／ ２ ， λ ＝ ０􀆰 １１３ ３ ＞ ０ ， 满足定理 ５ 和定理 ７ 的条件， 因此， 系统 （３） 唯

一遍历平稳分布且种群 ｘ（ ｔ）、 ｙ（ ｔ）均持久 （见图 １）。
取 σ２ ＝ ０􀆰 ５， 其余参数与图 １ 相同。 此时 ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋＭ（１）） ＝ ０􀆰 ２４８ ２ ＞ ０􀆰 ０２０ ２ ＝ ｄ１ ＋ σ２

１ ／ ２ ，
ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）） ＝ ０􀆰 ０５９ １ ＜ ０􀆰 １４５ ＝ ｄ２ ＋ σ２

２ ／ ２ ， 满足定理 ５ 条件 １） 和定理 ６ 条件 ２）， 则种群 ｘ（ ｔ）
持久， ｙ（ ｔ）灭绝 （见图 ２）。 结果表明， 白噪声强度对物种的生存有一定的影响， 即使确定型模型存

在正解， 随机模型也可能因为白噪声强度过大而出现物种灭绝的情况。

·２０４·
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图 1 系统 (3) 的密度函数及其解与其确定性系统的解
Fig.1 Densities function of system and the solution of system (3) and its corresponding deterministic system
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图 2 系统 (3) 的解与其确定性系统的解 （σ2=0.5)
Fig.2 The solution of system (3) and its corresponding deterministic system （σ2=0.5)
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取 ｃ１ ＝ ０􀆰 ５， 其余参数与图 １ 相同。 此时 ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋＭ（１）） ＝ ０􀆰 ２５２ ６ ＞ ０􀆰 ０２０ ２ ＝ ｄ１ ＋ σ２
１ ／ ２ ，

ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）） ＝ ０􀆰 ０１２ ＜ ０􀆰 ０２０ ２ ＝ ｄ２ ＋ σ２
２ ／ ２ ， 满足定理 ５ 条件 １） 和定理 ６ 条件 ２）， 则种群 ｘ（ ｔ）

持久， 种群 ｙ（ ｔ） 灭绝 （见图 ３）。 当食饵的反捕食行为导致捕食率下降较快时， 尽管食饵持久， 捕食

者依旧会灭绝。 该结果表明， 较高的恐惧水平将提高食饵的反捕食能力， 有利于食饵的生存。

·３０４·
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图 3 系统 (3) 的解与其确定性系统的解 （c1=0.5)
Fig.3 The solution of system (3) and its corresponding deterministic system （c1=0.5)
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下面讨论白噪声强度 σ１ 和恐惧导致的出生率变化强度 ｃ２ 对系统的影响。
分别取 σ１ ＝ ０􀆰 ７ 和 σ１ ＝ ０􀆰 ８， 其余参数与图 １ 相同。 此时， ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋＭ（１）） ＜ ｄ１ ＋ σ２

１ ／ ２ ＜ ｒ 均成

立， 定理 ５ 条件 １） 和定理 ６ 条件 １） 均不满足。 由数值模拟的结果可以看出， 随着白噪声强度增大，
种群 ｘ（ ｔ） 由持久 （见图 ４） 变为灭绝 （见图 ５）。 上述结果同样表明， 白噪声强度对物种的生存有一

定的影响， 甚至会导致物种的灭绝。

图 5 系统 (3) 的解与其确定性系统的解 （σ1=0.8)
Fig.5 The solution of system (3) and its corresponding deterministic system （σ1=0.8)
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图 4 系统 (3) 的解与其确定性系统的解 （σ1=0.7)
Fig.4 The solution of system (3) and its corresponding deterministic system （σ1=0.7)
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取 ｃ２ ＝ ０􀆰 ５， 其余参数与图 １ 相同。 此时 ｒ ／ （１ ＋ ｃ２ｋＭ（１）） ＝ ０􀆰 ００３ ９ ＜ ０􀆰 ０２０ ２ ＝ ｄ１ ＋ σ２
１ ／ ２ ＜

ｒ ＝ ０􀆰 ４ ， ｃｐ ／ （ｑ（１ ＋ ｃ１ｋ）） ＝ ０􀆰 ０５９ １ ＞ ０􀆰 ０２０ ２ ＝ ｄ２ ＋ σ２
２ ／ ２ ， 定理 ５ 条件 １） 和定理 ６ 条件 １） 均不

满足。 由数值模拟的结果可以看出， 确定性系统存在极限环， 捕食者与食饵周期共存 （见图 ６）。 出

现上述情况的可能原因之一是， 在较高的恐惧水平下， 食饵的出生率下降明显， 数量急剧减少， 捕食

者数量将不可避免地减少。 随着捕食者数量减少， 恐惧水平降低， 食饵出生率上升， 数量增多， 捕食

者数量相应增加， 循环往复。

图 6 系统 (3) 的解与其确定性系统的解 （c2=0.5)
Fig.6 The solution of system (3) and its corresponding deterministic system （c2=0.5)
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６　 结论
本文研究了具有恐惧效应的随机捕食⁃食饵模型， 证明了对于任意给定的正初始值， 系统 （３） 存

在唯一的全局正解； 得到了系统 （３） 的平均持续生存与灭绝的充分条件； 应用 Ｈａｓ􀆳ｍｉｎｓｋｉｉ 的平稳分

布理论， 得到了系统 （３） 存在唯一遍历平稳分布的充分条件。 此外， 数值模拟结果表明， 恐惧效应

的存在极大地丰富了捕食食饵模型的动力学。 出于对被捕食的恐惧， 食饵会表现出一系列反捕食行

为， 这有利于食饵的生存， 并有可能导致捕食者最终灭绝。 然而， 反捕食行为尤其是更换栖息地对食

饵出生率有较大的影响， 这不利于食饵新生代的繁殖， 并将最终影响整个种群的生存， 因此， 在捕食

食饵模型中考虑恐惧效应是有实际意义的。
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