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Ｚｎ
３ 上凯莱图的电阻距离

陈君竹， 陈海燕

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 令 Ｚ３ 表示模 ３ 的剩余类加群， ｎ 个 Ｚ３ 的直和构成阿贝尔群， 记作 Ｚｎ
３ ＝ ｛ ｓ ＝ ｓ１ …ｓｎ ｜ ｓｋ ∈ ｛０，

１，２｝，ｋ ＝ １，…，ｎ｝。 考虑群 Ｚｎ
３ 上凯莱图任意两点之间的电阻距离。 利用群 Ｚｎ

３ 的所有不可约特征标， 得到其

上凯莱图中任意两点间电阻距离的一个简化表达式， 即只和正则度与特征值有关的表达式。 最后利用此表

达式计算了 ｎ ＝ ２ 和 ｎ ＝ ３ 的一些凯莱图电阻距离的具体值。
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０　 引言
给定一个连通图 Γ ＝ （Ｖ（Γ），Ｅ（Γ）） ， 如果将 Γ 中的每条边都看作是一个单位电阻， 则 Γ 就可

以看作一个电网络 Ｎ。 Γ 中任意两点 ｕ 和 ｖ 之间的电阻距离记作 ΩΓ（ｕ，ｖ） ， 定义为 Ｎ 中这两个节点

之间的等效电阻［１］ 。
电阻距离作为电网络理论的重要组成部分， 从 １８４７ 年文献 ［１］ 的经典结果开始， 就得到了众

多物理学家和工程师的研究， 特别是电阻距离的计算问题一直是物理和工程领域中的经典研究问题。
在数学上， 文献 ［２］ 指出， 等效电阻是图上的距离函数并将其命名为电阻距离， 自此， 电阻距离就

成为图论领域的一个重要研究对象。 更加有意义的是， 电阻距离虽然是纯粹的物理学概念， 但是可以

从代数、 概率和组合等多个角度给出其等价的数学诠释， 从而得到相应的代数、 概率与组合等各种计

算公式［３］ 。 利用这些公式， 可以得到很多特殊图类或网络上任意两点之间电阻距离的解析表达式，
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如完全图、 轮图、 距离正则图等［４ － ５］ 。 本文考虑一类特殊凯莱图上任意两点之间的电阻距离， 首先给

出凯莱图的定义。
设 Ｇ 是一个有限群， Ｈ⊆Ｇ 满足单位元 １ ∉ Ｈ 并且 Ｈ － １ ＝ Ｈ， 则凯莱图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｇ，Ｈ） 是顶点集

Ｖ（Γ） ＝ Ｇ 、 边集 Ｅ（Γ） ＝ ｛（ｘ，ｙ） ｜ ｘ，ｙ ∈ Ｇ，ｙｘ －１ ∈ Ｈ｝ 的图。 群上的凯莱图已得到全面深入的研究，
其中电阻距离也是人们广泛关注的对象［６ － ７］ 。 众所周知， 凯莱图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｇ，Ｈ） 是正则图， 正则度为

Ｈ ， 且其连通当且仅当 Ｈ 是 Ｇ 的一个生成元集。 下面都约定 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｇ，Ｈ） 是连通图， 且若 Ｇ 是

阿贝尔群 （可交换群） ， 记 Ｈ － １ ＝ － Ｈ ＝ Ｈ， 单位元用 ０ 表示。 令 Ｚｎ 表示模 ｎ 的剩余类加群， Ｇ ＝
Ｚｎ１ ⊕Ｚｎ２ ⊕…⊕Ｚｎｔ， 这里⊕表示直和。 很显然， Ｇ ＝ Ｚｎ１ ⊕Ｚｎ２ ⊕…⊕Ｚｎｔ 是阿贝尔群。 ２０１１ 年， 文献

［８］ 利用阿贝尔群的不可约表示得到了 Ｇ 上凯莱图电阻距离的一般表达式。
定理 １［８］ 　 设 Ｇ ＝ Ｚｎ１ ⊕Ｚｎ２ ⊕…⊕Ｚｎｔ， 且 Ｈ ＝ － Ｈ 是 Ｇ 的任意一个不含零元的生成元集， 则凯莱

图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｇ，Ｈ） 任意两点 ｕ、 ｖ 间的电阻距离为：

ΩΓ（ｕ，ｖ） ＝ ∑
０≠（ ｒ１，…，ｒｔ）∈Ｇ

∑
（ｋ１，…，ｋｔ）∈Ｈ

（１ － ∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｃｏｓ（２ｒ ｊｋ ｊ ／ ｎ ｊ））( )

－１ ［（Ｕｒ１，…，ｒｔ） ｕ － （Ｕｒ１，…，ｒｔ） ｖ］ ２ 。 （１）

其中： Ｕ 是实正交矩阵， 其列向量是凯莱图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｇ，Ｈ） 拉普拉斯矩阵的实特征向量。
容易看出， 式 （１） 用来直接计算电阻距离不是很方便， 还需要做很多工作， 特别是要计算所有

的特征向量。 即使得到了所有的特征向量， 给出式 （１） 一个闭的表达式也是一个具有挑战性的工

作。 因此， 对一些特殊情形， 得到更简洁、 更实用的计算公式是非常有意义的工作。 本文考虑 ｎ１ ＝
… ＝ ｎｔ ＝ ３ 的情况， 得到了凯莱图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｚｎ

３ ，Ｈ） 上任意两点 ｕ、 ｖ 间的电阻距离的一个简洁的组合

表达式。

１　 主要结果及其证明
为了利用群的不可约特征标， 考虑复数域上的 ｎ⁃维欧氏空间 Ｃｎ。 对任意的 ｘ ＝ （ｘ１ ，…，ｘｎ）， ｙ ＝

（ｙ１ ，…，ｙｎ） ∈ Ｃｎ ， 它们的内积定义为 〈ｘ，ｙ〉 ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｘ ｊ ｙ ｊ） ， 所以 ｘ ２ ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ｘ ｊ ｙ ｊ） 。

设 Γ ＝ （Ｖ，Ｅ） 是一个简单连通图， 其顶点集 Ｖ ＝ ｛１，２，…，ｎ｝ 。 用 Ａ（Γ） ＝ （ａｉｊ） ｎ×ｎ 表示它的邻

接矩阵， Ｄ （Γ） ＝ ｄｉａｇ（ｄ１ ，…，ｄｎ） 表示它的度对角矩阵， 即 ｄｉ 表示顶点 ｉ 的度， 则 Γ 的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩

阵为 Ｌ（Γ） ＝ Ｄ（Γ） － Ａ（Γ） 。 设 λ１ ＞ λ２ ≥…≥λｎ 为 Ａ（Γ） 的特征值， Ｖ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｎ） 为对应的一

组特征向量。 ０ ＝ μ１ ＜ μ２ ≤ … ≤ μｎ 为 Ｌ（Γ） 的特征值， 若 Ｕ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｎ） 为对应的一组标准正交

特征向量， 即 〈Ｕｉ，Ｕ ｊ〉 ＝ １。 若 ｉ ＝ ｊ， 否则为 ０。 当 Ｕ ｊ 为实的向量时， 有下面的结果。
引理 １［９ － １１］ 　 设 Γ ＝ （Ｖ，Ｅ） 是顶点集 Ｖ ＝ ｛１，２，…，ｎ｝ 的简单连通图， 则对任意的两点 ｓ，ｔ ∈ Ｖ，

ΩΓ（ ｓ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ ２
［（１ ／ μ ｊ）（Ｕ ｊｓ － Ｕ ｊｔ） ２ ］ 。

对复的正交特征向量， 引理 １ 可以改写为引理 ２。
引理 ２　 设 Γ ＝ （Ｖ，Ｅ） 是顶点集 Ｖ ＝ ｛１，２，…，ｎ｝ 的简单连通图， 则对任意的两点 ｓ，ｔ ∈ Ｖ ， 有

ΩΓ（ ｓ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ ２
［（１ ／ μ ｊ） Ｕ ｊｓ － Ｕ ｊｔ

２ ］。 （２）

其中： Ｕ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｎ） 为 Ｌ（Γ） 任意的一组复的标准正交特征向量。
下面的引理 ３ 给出了阿贝尔群上凯莱图邻接矩阵的特征值、 特征向量和群的不可约特征标之间的

关系。
引理 ３［１２］ 　 设 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｇ，Ｈ） 为阿贝尔群 Ｇ ＝ （ｇ１ ，ｇ２ ，…，ｇｎ） 上的一个凯莱图， χ１ ，χ２ ，…，χｎ 为

Ｇ 的所有不可约特征标， 则 Γ 的邻接矩阵 Ａ 的特征值为

λ ｊ ＝ ∑
ｈ∈Ｈ

χ ｊ（ｈ），ｊ ＝ １，２，…，ｎ， （３）

·９０６·
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对应的正交特征向量为

Ｖ ｊ ＝ （χ ｊ（ｇ１ ），χ ｊ（ｇ２ ），…，χ ｊ（ｇｎ））。 （４）
　 　 既然凯莱图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｇ，Ｈ） 是 Ｈ ⁃正则图， Ｌ（Γ） 的所有特征值为 μ ｊ ＝ Ｈ － λ ｊ，ｊ ＝ １，…，ｎ ， 对

应的一组标准正交特征向量为 （１ ／ ｜ Ｖ ｊ ｜ ）Ｖ ｊ，ｊ ＝ １，…，ｎ 。 所以由引理 ２ 和引理 ３ 可知， 由一个阿贝尔

群的所有不可约特征标可得其上任意一个凯莱图任意两点的电阻距离。 对阿贝尔群 Ｚｎ
３ ＝

｛ ｓ１ ｓ２ …ｓｔ ｓ ｊ ∈ ｛０，１，２｝，１ ≤ ｊ ≤ ｎ｝ ， 它的所有不可约特征标如下。

引理 ４［１３］ 　 设 ｓ ＝ ｓ１ ｓ２ …ｓｎ 是阿贝尔群 Ｚｎ
３ 中的任意元素， 则其对应的不可约特征标为

χｓ１ｓ２…ｓｎ（ａ１ａ２ …ａｎ） ＝ ωｓ１ａ１ ＋ｓ２ａ２ ＋…＋ｓｎａｎ，∀ａ１ａ２ …ａｎ ∈ Ｚｎ
３ ， 其中 ω ＝ ｅ２πｉ ／ ３ ＝ － １ ／ ２ ＋ ３ ｉ ／ ２ ， ｉ 是虚数单位，

即 ｉ２ ＝ － １。
对任意的凯莱图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｚｎ

３ ，Ｈ） ， 它的拉普拉斯矩阵 Ｌ（Γ） 所有特征值为 μｓ１ｓ２…ｓｎ ＝ Ｈ －

∑
ａ１ａ２…ａｎ∈Ｈ

ωｓ１ａ１ ＋ｓ２ａ２ ＋…＋ｓｎａｎ，∀ｓ１ ｓ２ …ｓｎ ∈ Ｚｎ
３ ， 对应的一组标准正交特征向量为 Ｖｓ１ｓ２…ｓｎ ／ ３ｎ ， 其中：

Ｖｓ１ｓ２…ｓｎ（ａ１ａ２ …ａｎ） ＝ ωｓ１ａ１ ＋ｓ２ａ２ ＋…＋ｓｎａｎ，∀ａ１ａ２ …ａｎ ∈ Ｚｎ
３ 。 所以由引理 ２ 可得到定理 ２。

定理 ２　 设 ｓ ＝ ｓ１ ｓ２ …ｓｎ、 ｔ ＝ ｔ１ ｔ２ …ｔｎ 是凯莱图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｚｎ
３ ，Ｈ） 的任意两个顶点， 则

ΩΓ（ ｓ，ｔ） ＝ （１ ／ ３ｎ） ∑
０≠ｋ１ｋ２…ｋｎ∈Ｚｎ３

（１ ／ μｋ１ｋ２…ｋｎ
） ｜ ω∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ｋ ｊｓ ｊ） － ω∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ｋ ｊｓ ｊ） ｜ ２ ， （５）

其中： μｋ１ｋ２…ｋｎ
＝ Ｈ － ∑ ａ１ａ２…ａｎ∈Ｈ

ω∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｋ ｊａｊ） 。

例 １　 当 ｎ ＝ １ 时， 阿贝尔群 Ｚ３ ＝ ｛０，１，２｝ 的 ３ 个不可约特征标为 χ０ ＝ （１，１，１） 、 χ１ ＝ （１，ω，
ω２ ） 、 χ２ ＝ （１，ω２ ，ω） 。 取 Ｈ ＝ ｛１，２｝ ， 这时 Γ ＝ Ｃ３ ， 即长为 ３ 的圈。 由定理 ２， ΩＣ３

（０，１） ＝
（１ ／ ３）［１ ／ ２ － ω － ω２ ｜ １ － ω ｜ ２ ＋ （１ ／ （２ － ω２ － ω）） ｜ － ω２ ｜ ２ ］ ＝ ２ ／ ３ 。 同理可得， ΩＣ３

（０，２） ＝ ΩＣ３
（１，

２） ＝ ２ ／ ３ 。

注意到， 式 （５） 中， ω∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｋ ｊｓ ｊ） － ω∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ｋ ｊｔ ｊ） ＝ １ － ω∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ｋ ｊ（ ｔ ｊ－ｓ ｊ）） ２ ， 即对任意的 ｓ ＝ ｓ１ ｓ２ …ｓｎ 、 ｔ ＝

ｔ１ ｔ２ …ｔｎ ∈ Ｖ（Γ） ， 有 ΩΓ（ ｓ，ｔ） ＝ ΩΓ（０，ｔ － ｓ） 。 这个事实也可由凯莱图是顶点可迁的直接得到， 所以

不失一般性， 只需考虑对任意的 ｓ ＝ ｓ１ ｓ２ …ｓｎ ≠ ０， ΩΓ（０，ｓ） 简记为 ΩΓ（ ｓ） 。 对给定的 ｓ， 定义指标集

Ｉｎｄ０ （ ｓ） ＝ ｛ ｌ ｜ ｓｌ ＝ ０｝、 Ｉｎｄ１ （ ｓ） ＝ ｛ ｌ ｜ ｓｌ ＝ １｝、 Ｉｎｄ２ （ ｓ） ＝ ｛ ｌ ｜ ｓｌ ＝ ２｝ 。

令 Ａ（ ｓ） ＝ ｛ｋ１ｋ２ …ｋｎ ∑ ｊ∈Ｉｎｄ１（ ｓ）
ｋ ｊ≡ ∑ ｊ∈Ｉｎｄ２（ ｓ）

ｋ ｊ（ｍｏｄ ３）｝ ， 则有定理 ３。

定理 ３　 设 ｓ ＝ ｓ１ ｓ２ …ｓｎ 是凯莱图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｚｎ
３ ，Ｈ） 的任意顶点， 则

ΩΓ（ ｓ） ＝ （１ ／ ３ｎ－１ ） ∑
ｋ１ｋ２…ｋｎ∈Ｚｎ３ ＼ Ａ（ ｓ）

１
（ Ｈ － λｋ１ｋ２…ｋｎ

）。 （６）

其中： λｋ１ｋ２…ｋｎ
＝ ∑ ａ１ａ２…ａｎ∈Ｈω ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ｋ ｊａ ｊ） 。

证明　 因为 ω３ ＝ １， １ － ω ２ ＝ １ － ω２ ２ ＝ ３， 所以对任意的 ｋ１ｋ２ …ｋｎ∈Ｚｎ
３ ， 有 １ － ω∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ｋ ｊｓ ｊ） ２ ＝ ０

或者 ３。 而上式等于 ０ 当且仅当 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｋ ｊｓ ｊ） ＝ ∑ ｊ∈Ｉｎｄ１（ ｓ）

ｋ ｊ ＋ ２∑ ｊ∈Ｉｎｄ２（ ｓ）
ｋ ｊ ≡ ０（ｍｏｄ ３） ， 即当且仅当

∑ ｊ∈Ｉｎｄ１（ ｓ）
ｋ ｊ ≡ ∑ ｊ∈Ｉｎｄ２（ ｓ）

ｋ ｊ（ｍｏｄ ３） 。 因此由定理 ２， 结论得证。

由上面的定理 ３， 可以得到推论 １。
推论 １　 设 ｓ ＝ ｓ１ｓ２ …ｓｎ 是凯莱图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｚｎ

３ ，Ｈ） 的任意顶点， 则 ΩΓ（ｓ） ＝ ΩΓ（ － ｓ） ， 其中： － ｓ ＝
（ － ｓ１ ）（ － ｓ２ ）…（ － ｓｎ） 表示 ｓ 的逆元， 即 － １ ＝ ２， － ２ ＝ １。

证明　 由 Ａ（ ｓ） 的定义， 显然 Ａ（ ｓ） ＝ Ａ（ － ｓ） ， 所以由定理 ３， 结论得证。

·０１６·
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最后给出集合 Ａ（ ｓ） 的一个等价刻画。
定理４　 设０ ≠ ｓ ＝ ｓ１ｓ２…ｓｎ 是凯莱图Γ ＝ Ｃａｙ（Ｚｎ

３ ，Ｈ） 的任意非零顶点， ｔ 是 ｓ 中最大的下标， 使得 ｓｔ≠

０， ｉ） 若 ｓｔ ＝１， 则 Ａ（ｓ） ＝ ｛ｋ ＝ ｋ１…ｋｔ…ｋｎ ｜ ｋｊ ∈ ｛０，１，２｝， ｊ ≠ ｔ， ｋｔ ≡ （ ∑
ｊ∈Ｉｎｄ２（ｓ）

ｋｊ － ∑
ｊ∈Ｉｎｄ１（ｓ） ＼ ｔ

ｋｊ）（ｍｏｄ ３）｝ ；

ｉｉ） 若 ｓｔ ＝２， 则 Ａ（ｓ） ＝ ｛ｋ ＝ ｋ１…ｋｔ…ｋｎ ｜ ｋｊ ∈ ｛０，１，２｝，ｊ ≠ ｔ， ｋｔ ≡ （ ∑
ｊ∈Ｉｎｄ１（ｓ）

ｋｊ － ∑
ｊ∈Ｉｎｄ２（ｓ） ＼ ｔ

ｋｊ）（ｍｏｄ ３）｝ 。 特

别地， Ａ（ ｓ） ＝ ３ｎ－１ 。

证明　 当 ｓｔ ＝ １ 时， 很容易看出条件 ∑ ｊ∈Ｉｎｄ１（ ｓ）
ｋ ｊ ≡ ∑ ｊ∈Ｉｎｄ２（ ｓ）

ｋ ｊ（ｍｏｄ ３） 和 ｋｔ ≡ （∑ ｊ∈Ｉｎｄ２（ ｓ）
ｋ ｊ －

∑ ｊ∈Ｉｎｄ１（ ｓ） ＼ ｔ
ｋ ｊ）（ｍｏｄ ３） 等价， 所以结论成立。 同理可得 ｉｉ。 既然 ｋ ｊ ∈ ｛０，１，２｝（ ｊ ≠ ｔ） ， 每个都有 ３ 种

选择， 集合 Ａ（ ｓ） 元素个数为 Ａ（ ｓ） ＝ ３ｎ－１ 。 证毕。
由上面的定理 ４ 可以看出， 对任意的 ｓ， 很容易列出 Ａ（ ｓ） 中的所有元素， 从而得到它补集中的

所有元素， 然后由定理 ３ 就可以得到任意两点之间的电阻距离。

２　 几个例子
利用定理 ３ 计算 ｎ ＝ ２ 和 ｎ ＝ ３ 的几类凯莱图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｚｎ

３ ，Ｈ） 中任意两点的电阻距离。
例 ２　 凯莱图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｚ２

３ ，Ｈ） 上的电阻距离， Ｚ２
３ ＝ ｛００，０１，０２，１０，１１，１２，２０，２１，２２｝ 。

首先由定理 ４ 可得， Ａ（０１） ＝ Ａ（０２） ＝ ｛００，１０，２０｝； Ａ（１０） ＝ Ａ（２０） ＝ ｛００，０１，０２｝； Ａ（１１） ＝
Ａ（２２） ＝ ｛００，１２，２１｝； Ａ（１２） ＝ Ａ（２１） ＝ ｛００，１１，２２｝。

１） Γ１ ＝ Ｃａｙ（Ｚ２
３ ，Ｈ１ ） 上任意两点的电阻距离， 其中 Ｈ１ ＝ ｛０１，０２，１０，２０｝。 λ００ ＝ ４，λ０１ ＝ λ１０ ＝

ω ＋ω２ ＋ １ ＋ １ ＝ １，λ０２ ＝ λ２０ ＝ ω２ ＋ ω ＋ １ ＋ １ ＝ １，λ１２ ＝ λ２１ ＝ ２（ω２ ＋ ω） ＝ － ２，λ１１ ＝ λ２２ ＝ ２（ω２ ＋
ω） ＝ － ２ 。 所以由定理 ３ 可得， ΩΓ１

（０１） ＝ ΩΓ１
（０２） ＝ （１ ／ ３）（２ ／ （４ － １） ＋ ４ ／ （４ ＋ ２）） ＝ ４ ／ ９；

ΩΓ１
（１０） ＝ ΩΓ１

（２０） ＝ （１ ／ ３）（３ ／ （４ － １） ＋ ４ ／ （４ ＋ ２）） ＝ ５ ／ ９； ΩΓ１
（１１） ＝ ΩΓ１

（２２） ＝ （１ ／ ３）（４ ／ （４ －
１） ＋ ２ ／ （４ ＋ ２）） ＝ ５ ／ ９； ΩΓ１

（１２） ＝ ΩΓ１
（２１） ＝ （１ ／ ３）（４ ／ （４ － １） ＋ ２ ／ （４ ＋ ２）） ＝ ５ ／ ９。

２） Γ２ ＝ Ｃａｙ（Ｚ２
３ ，Ｈ２ ） 上任意两点的电阻距离， 其中 Ｈ２ ＝ ｛０１，０２，１１，２２｝。 λ００ ＝ ４，λ０１ ＝ λ０２ ＝

２（ω ＋ ω２ ） ＝ － ２，λ１０ ＝ λ２０ ＝ １，λ１２ ＝ λ２１ ＝ ω２ ＋ ω ＋ １ ＋ １ ＝ １，λ１１ ＝ λ２２ ＝ ２（ω２ ＋ ω） ＝ － ２ 。 所以

由定理 ３ 可得， ΩΓ２
（０１） ＝ ΩΓ２

（０２） ＝ （１ ／ ３）（２ ／ （４ － １） ＋ ４ ／ （４ ＋ ２）） ＝ ４ ／ ９； ΩΓ２
（１０） ＝ ΩΓ２

（２０） ＝
（１ ／ ３）（４ ／ （４ － １） ＋ ２ ／ （４ ＋ ２）） ＝ ５ ／ ９； ΩΓ２

（１１） ＝ ΩΓ２
（２２） ＝ （１ ／ ３）（２ ／ （４ － １） ＋ ４ ／ （４ ＋ ２）） ＝ ４ ／ ９；

ΩΓ２
（１２） ＝ ΩΓ２

（２１） ＝ （１ ／ ３）（４ ／ （４ － １） ＋ ２ ／ （４ ＋ ２）） ＝ ５ ／ ９。
３） Γ３ ＝ Ｃａｙ（Ｚ２

３ ，Ｈ３ ） 上任意两点的电阻距离， 其中 Ｈ３ ＝ ｛０１，０２，１０，２０，１１，２２｝。 λ００ ＝ ６， λ０１ ＝
λ０２ ＝ ２（ω ＋ ω２ ） ＝ ０ ， λ１０ ＝ λ２０ ＝ ０， λ１２ ＝ λ２１ ＝ ０， λ１１ ＝ λ２２ ＝ ２（ω２ ＋ ω） ＝ － ３ 。 所以由定理 ３ 可得，
ΩΓ２

（０１） ＝ ΩΓ２
（０２） ＝ （１ ／ ３）（４ ／ ６ ＋ ２ ／ （６ ＋ ３）） ＝ ８ ／ ２７； ΩΓ２

（１０） ＝ ΩΓ２
（２０） ＝ ΩΓ２

（１１） ＝ ΩΓ２
（２２） ＝

８ ／ ２７； ΩΓ２
（１２） ＝ ΩΓ２

（２１） ＝ （１ ／ ３） × （６ ／ ６） ＝ １ ／ ３ 。
例 ３　 凯莱图 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｚ３

３ ，Ｈ） 上的电阻距离， 其中 Ｈ ＝ ｛００１，００２，０１０，０２０，１００，２００｝ 。 Ｚ２
３ ＝

｛０００，００１，００２，０１０，０１１，０１２，０２０，０２１，０２２，１００，１０１，１０２，１１０，１１１，１１２，１２０，１２１，１２２，２００，２０１，２０２，２１０，
２１１，２１２，２２０，２２１，２２２｝ 。

首先由定理 ４ 可得， Ａ（００１） ＝ Ａ（００２） ＝ ｛０００，０１０，０２０，１００，１１０，１２０，２００，２１０，２２０｝； Ａ（０１０） ＝
Ａ（０２０） ＝ ｛０００，００１，００２，１００，１０１，１０２，２００，２０１，２０２｝； Ａ（１００） ＝ Ａ（２００） ＝ ｛０００，００１，００２，０１０，０１１，
０１２，０２０，０２１，０２２｝； Ａ（０１１） ＝ Ａ（０２２） ＝ ｛０００，０１２，０２１，１００，１１２，１２１，２００，２１２，２２１｝； Ａ（１０１） ＝
Ａ（２０２） ＝ ｛０００，１０２，２０１，０１０，１１２，２１１，０２０，１２２，２２１｝； Ａ（１１０） ＝ Ａ（２２０） ＝ ｛０００，１２０，２１０，００１，１２１，
２１１，００２，１２２，２１２｝； Ａ（１１１） ＝ Ａ（２２２） ＝ ｛０００，１０２，２０１，１１１，０１２，０２１，１２０，２１０，２２２｝； Ａ（０１２） ＝
Ａ（０２１） ＝ ｛０００，０１１，０２２，１００，１１１，１２２，２００，２１１，２２２｝； Ａ（１０２） ＝ Ａ（２０１） ＝ ｛０００，１０１，２０２，０１０，１１１，

·１１６·
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２１２，０２０，１２１，２２２｝； Ａ（１２０） ＝ Ａ（２１０） ＝ ｛０００，１１０，２２０，００１，１１１，２２１，００２，１１２，２２２｝； Ａ（１１２） ＝
Ａ（２２１） ＝ ｛０００，０１１，０２２，１０１，１１２，１２０，２０２，２１０，２２１｝； Ａ（１２１） ＝ Ａ（２１２） ＝ ｛０００，０１１，０２２，１１０，１２１，
１０２，２２０，２０１，２１２｝； Ａ（２１１） ＝ Ａ（１２２） ＝ ｛０００，１０１，２０２，１１０，２１１，０１２，２２０，０２１，１２２｝。

求 Γ ＝ Ｃａｙ（Ｚ３
３ ，Ｈ） 任意两点的电阻距离。 λ０００ ＝ ６，λ００１ ＝ λ０１０ ＝ λ００１ ＝ λ００２ ＝ λ０２０ ＝ ω２ ＋ ω ＋

４ ＝ ３，λ０１１ ＝ λ１１０ ＝ λ１０１ ＝ λ０２２ ＝ λ２２０ ＝ λ２０２ ＝ ２（ω２ ＋ ω） ＋ ２ ＝ ０，λ０１２ ＝ λ０２１ ＝ λ１０２ ＝ λ１２０ ＝ λ２１０ ＝
λ２０１ ＝ ２（ω２ ＋ ω） ＋ ２ ＝ ０，λ１１２ ＝ λ１２１ ＝ λ２１１ ＝ λ１２２ ＝ λ２２１ ＝ λ２１２ ＝ ３（ω２ ＋ ω） ＝ － ３；λ１１１ ＝ λ２２２ ＝ ３（ω２ ＋
ω） ＝ － ３ 。 所以由定理 ３ 可得， ΩΓ（００１） ＝ ΩΓ（００２） ＝ ΩΓ（０１０） ＝ ΩΓ（０２０） ＝ ΩΓ（１００） ＝
ΩΓ（２００） ＝ （１ ／ ９）（２ ／ （６ － ３） ＋ １４ ／ ６ ＋ ２ ／ （６ ＋ ３）） ＝ ２９ ／ ８１； ΩΓ（０１１） ＝ ΩΓ（０２２） ＝ ΩΓ（１１０） ＝
ΩΓ（２２０） ＝ ΩΓ（１０１） ＝ ΩΓ（２０２） ＝ （１ ／ ９）（４ ／ （６ － ３） ＋ １２ ／ ６ ＋ ２ ／ （６ ＋ ３）） ＝ ３２ ／ ８１； ΩΓ（０１２） ＝
ΩΓ（０２１） ＝ ΩΓ（１０２） ＝ ΩΓ（２０１） ＝ ΩΓ（１２０） ＝ ΩΓ（２１０） ＝ （１ ／ ９）（４ ／ （６ － ３） ＋ １４ ／ ６） ＝ １１ ／ ２７；
ΩΓ（１１２） ＝ ΩΓ（２１１） ＝ ΩΓ（１２１） ＝ ΩΓ（２１２） ＝ ΩΓ（２１１） ＝ ΩΓ（１２２） ＝ （１ ／ ９）（６ ／ （６ － ３） ＋ １０ ／ ６ ＋
２ ／ （６ ＋ ３）） ＝ ３５ ／ ８１； ΩΓ（１１１） ＝ ΩΓ（２２２） ＝ （１ ／ ９）（６ ／ （６ － ３） ＋ １２ ／ ６） ＝ ４ ／ ９。
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