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捕食模型的动力学分析
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［摘要］ 研究一类具有阶段结构的随机 Ｂｅｄｄｉｎｇｔｏｎ⁃ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ 捕食模型的动力学行为。 通过构造李雅普

诺夫函数证明了模型存在唯一的全局正解， 且给出了模型存在唯一遍历的平稳分布和捕食者灭绝的充分条

件。 最后， 通过数值模拟验证了结论的可行性和有效性。
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０　 引言
在生物数学中， 捕食模型是描述捕食者和与食饵数量动态变化的微分方程， 其动力学性质是一个

非常重要的课题。 美国学者 Ｌｏｔｋａ［１］和意大利学者 Ｖｏｌｔｅｒａ［２］ 提出了 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒａ 模型来描述种群之间

的竞争关系， 之后大量的学者对此进行了广泛的研究［３ － ４］ 。 随着研究的深入， 学者发现该模型所描述

的种群之间的竞争关系与实际现象有差异， 因此引入了功能性反应对模型进行优化。 功能性反应分为

依赖捕食者和依赖被捕食者两种类型， 常见的依赖被捕食者的功能性反应有 Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅰ⁃Ⅲ型， 但依赖

被捕食者的功能性反应不能体现捕食者自身的影响。 因此， 有学者在此基础上提出了比率依赖捕食模

型， 引入了捕食者之间的影响。 该模型虽能更好地体现其中的动力学行为， 但当捕食者处于低密度
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时， 其部分性质会出现矛盾。 后来， Ｂｅｄｄｉｎｇｔｏｎ［５］和 ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ 等［６］提出了捕食模型

ｄｘ ／ ｄｔ ＝ ｘ（ ｔ）｛ａ － ｂｘ（ ｔ） － ｍｙ（ ｔ） ／ ［ｍ１ ＋ ｍ２ｘ（ ｔ） ＋ ｍ３ｙ（ ｔ）］｝，
ｄｙ ／ ｄｔ ＝ ｙ（ ｔ）｛ － ｄ ＋ ｃｘ（ ｔ） ／ ［ｍ１ ＋ ｍ２ｘ（ ｔ） ＋ ｍ３ｙ（ ｔ）］｝。{

其中 ｍｙ（ ｔ） ／ ［ｍ１ ＋ ｍ２ｘ（ ｔ） ＋ ｍ３ｙ（ ｔ）］ 被称为 Ｂｅｄｄｉｎｇｔｏｎ⁃ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ 功能性反应函数。 此模型不仅具有

Ｈｏｌｌｉｎｇ Ⅱ型功能性反应的特点， 还克服了比率依赖在低密度下的缺陷。 有学者研究了其全局动力学

行为， 得到了很好的结果。
众所周知， 很多捕食种群都会经历幼年和成年两个阶段， 两个阶段之间存在明显的形态和行

为差异。 在捕食种群中， 成年者具有捕食能力， 而幼年捕食者没有捕食能力， 因此阶段结构也是

捕食模型中的重要因素。 比如文献 ［７］ 研究了模型

ｄｘ ／ ｄｔ ＝ ｘ（ ｔ）｛ ｒ － ａｘ（ ｔ） － αｙ２ （ ｔ） ／ ［ｘ（ ｔ） ＋ ｍｙ２ （ ｔ）］｝，
ｄｙ１ ／ ｄｔ ＝ βｘ（ ｔ）ｙ２ （ ｔ） ／ ［ｘ（ ｔ） ＋ ｍｙ２ （ ｔ）］ － ｃ１ｙ１ （ ｔ） － ｄ１ｙ１ （ ｔ），
ｄｙ２ ／ ｄｔ ＝ ｄ１ｙ１ （ ｔ） － ｃ２ｙ１ （ ｔ）。
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　 　 周期现象在现实世界中是非常普遍的， 因此生态系统周期解的存在性问题是一个很重要的研究方

向， 许多学者运用不同的理论方法， 研究了很多种类的生态系统周期解的存在性。 特别是借助于经典

的重合度理论中的延拓定理来研究周期解的存在性问题是非常有效的， 比如文献［８ － ９］研究了周期

捕食者⁃食饵动力学模型； 文献［１０ － １１］研究了周期传染病和周期病毒动力学模型； 文献 ［１２］ 研究

了一类具有 Ｂｅｄｄｉｎｇｔｏｎ⁃ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ 功能性反应的空气污染周期动力学模型的正周期解的存在性。
在自然界中， 许多动物会选择待在洞穴等避难场所， 通过减少捕食者和食饵之间的冲突， 能够有

效地降低捕获率， 在稳定生态系统方面发挥着重要的作用。 近年来， 很多的捕食模型都考虑了食饵避

难的情况［１３ － １６］ 。 另一方面， 在自然环境中， 生态系统具有复杂性和多样性， 各种随机干扰无处不在，
其形式和强度各异， 这些干扰可能对生态系统产生显著影响， 甚至导致系统崩溃。 例如， 温度、 湿

度、 下雨等白噪声。 正如 Ｍａｙ［１７］ 指出的环境白噪声会不同程度地影响种群的增长率、 环境容纳量、
竞争系数以及捕食模型的其他参数。 因此， 必须考虑捕食系统所处环境的随机性［１８ － ２０］ 。 本文考虑了

如下具有阶段结构的随机 Ｂｅｄｄｉｎｇｔｏｎ⁃ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ 捕食模型

ｄｘ（ｔ） ＝ ［ｒｘ（ｔ）（１ － ｘ（ｔ） ／ Ｋ） － α１（１ － β１）ｘ（ｔ）ｙ２（ｔ） ／ （ｍ１ ＋ ｍ２（１ － β１）ｘ（ｔ） ＋ ｍ３ｙ（ｔ））］ｄｔ ＋
　 　 　 　 σ１ｘ（ｔ）ｄＢ１（ｔ），
ｄｙ１（ｔ） ＝ ［α１α２（１ － β１）ｘ（ｔ）ｙ２（ｔ） ／ （ｍ１ ＋ ｍ２（１ － β１）ｘ（ｔ） ＋ ｍ３ｙ（ｔ）） － ｃ１ｙ１（ｔ） － ｄ１ｙ１（ｔ）］ｄｔ ＋
　 　 　 　 σ２ｙ１（ｔ）ｄＢ２（ｔ），
ｄｙ２（ｔ） ＝ ［ｄ１ｙ１（ｔ） － ｃ２ｙ２（ｔ）］ｄｔ ＋ σ３ｙ２（ｔ）ｄＢ３（ｔ）。
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（１）

其中： ｘ（ ｔ）、 ｙ１ （ ｔ）和 ｙ２ （ ｔ）分别表示 ｔ 时刻食饵、 幼年捕食者和成年捕食者的种群数量； ｒ 表示食饵

的内禀增长率； Ｋ 表示环境容纳量； α１ 表示成年捕食者的捕获率； α２ 表示捕食转化率； β１ 为食饵避

难参数； ｃ１ 和 ｃ２ 分别表示幼年捕食者和成年捕食者的死亡率； ｄ１ 表示幼年捕食者向成年捕食者的转

化率， 所有的参数都大于零。 此外， Ｂ ｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２，３） 表示定义在完备概率空间 （Ω，Ｆ，｛Ｆ ｔ｝ ｔ≥０ ，Ｐ） 上

的相互独立的布朗运动， 滤子 ｛Ｆ ｔ｝ ｔ≥０ 满足通常的条件。 σ２
ｉ （ ｉ ＝ １，２，３） 表示白噪声的强度。 记 Ｒ３

＋ ＝
｛（ｘ（ ｔ），ｙ１ （ ｔ），ｙ２ （ ｔ）） ∈ Ｒ３ ：ｘ（ ｔ） ＞ ０，ｙ１ （ ｔ） ＞ ０，ｙ２ （ ｔ） ＞ ０｝ 。

１　 全局正解的存在性和唯一性
定理 １　 对于任意给定的初始条件 （ｘ（０），ｙ１ （０），ｙ２ （０）） ∈ Ｒ３

＋ ， 式 （１） 存在唯一的正解 （ｘ（ ｔ），
ｙ１ （ ｔ），ｙ２ （ ｔ）） ∈ Ｒ３

＋ ，ｔ ≥ ０ ， 并且以概率 １ 存在于 Ｒ３
＋ 中。

证明　 因为式 （１） 的系数满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件， 因此式 （１） 存在唯一局部解 （ｘ（ ｔ），ｙ１ （ ｔ），
ｙ２ （ ｔ）） ∈ Ｒ３

＋ ，ｔ ∈ ［０，τｅ） ， 其中 τｅ 是爆破时间。 令 ｋ０ ＞ ０ 足够大， 使得 （ｘ（０），ｙ１ （０），ｙ２ （０）） ∈

·５４５·
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［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ × ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ × ［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ 。
对于任意 ｋ ≥ ｋ０ ， 定义停时序列为 τｋ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ ∈ ［０，τｅ）：ｍｉｎ｛（ｘ（ ｔ），ｙ１ （ ｔ），ｙ２ （ ｔ））｝ ≤ １ ／ ｋ 或

ｍａｘ｛（ｘ（ｔ），ｙ１ （ｔ），ｙ２ （ｔ））｝ ≥ ｋ｝ 。 令 ｉｎｆ 􀱼 ＝ ¥， 根据停时的定义可知 τ¥ ＝ ｌｉｍ
ｋ→¥

τｋ ， 因此只要证明 τ¥ ＝

¥，ａ． ｓ． 。
假设 τ¥ ≠ ¥， 那么存在常数 Ｔ ＞ ０ 和 ０ ＜ ε ＜ １ 使得 Ｐ｛τｋ ≤ Ｔ｝ ≥ ε，ｋ ≥ ｋ０ 。
定义 Ｃ２ ⁃函数 Ｖ：Ｒ３

＋ → Ｒ ＋ 如下： Ｖ（ｘ（ ｔ），ｙ１ （ ｔ），ｙ２ （ ｔ）） ＝ ｘ（ ｔ） － ｂ１ － ｂ１ ｌｎ［ｘ（ ｔ） ／ ｂ１ ］ ＋ ｙ１ （ ｔ） － １ －
ｌｎ ｙ１ （ ｔ） ＋ ｙ２ （ ｔ） － ｂ２ － ｂ２ ｌｎ［ｙ２ （ ｔ） ／ ｂ２ ］ 。 由 Ｉｔ ｏ^′ｓ 公式可得 ＬＶ（ｘ（ ｔ），ｙ１ （ ｔ），ｙ２ （ ｔ）） ≤ （ ｒｍ３Ｋ ＋ ｒｍ３ｂ１ ＋
α１α２Ｋ） ２ ／ ４ｒｍ２

３Ｋ ＋ ｂ１α１ ／ ｍ３ ＋ ｃ１ ＋ ｄ１ ＋ ｂ２ｃ２ ＋ （ｂ１σ２
１ ＋ σ２

２ ＋ ｂ２σ２
３ ） ／ ２：＝ Ａ ， 从而有

ｄＶ（ｘ（ ｔ），ｙ１ （ ｔ），ｙ２ （ ｔ）） ≤ Ａｄｔ ＋ σ１ （ｘ（ ｔ） － ｂ１ ）ｄＢ１ （ ｔ） ＋ σ２ （ｙ１ （ ｔ） － １）ｄＢ２ （ ｔ） ＋
σ３ （ｙ２ （ ｔ） － ｂ２ ）ｄＢ３ （ ｔ）。　 　 　 （２）

对式 （２） 两边在 ［０，τｋ ∧ Ｔ］，τｋ∧ Ｔ ＝ ｍｉｎ｛τｋ，Ｔ｝ 上积分可得

Ｖ（ｘ（τｋ ∧ Ｔ），ｙ１（τｋ ∧ Ｔ），ｙ２（τｋ ∧ Ｔ）） ≤ Ｖ（ｘ（０），ｙ１（０），ｙ２（０）） ＋ Ａ（τｋ ∧ Ｔ） － ｂ１σ１Ｂ１（τｋ ∧ Ｔ） －

　 σ２Ｂ２（τｋ ∧ Ｔ） － ｂ２σ３Ｂ３（τｋ ∧ Ｔ） ＋ ∫τｋ∧Ｔ

０
σ１ｘ（ｓ）ｄＢ１（ｓ） ＋ ∫τｋ∧Ｔ

０
σ２ｙ１（ｓ）ｄＢ２（ｓ） ＋ ∫τｋ∧Ｔ

０
σ３ｙ２（ｓ）ｄＢ３（ｓ）。 （３）

对式 （３） 两边取期望可得

ＥＶ（ｘ（τｋ ∧ Ｔ），ｙ１ （τｋ ∧ Ｔ），ｙ２ （τｋ ∧ Ｔ）） ≤ Ｖ（ｘ（０），ｙ１ （０），ｙ２ （０）） ＋ ＡＴ。 （４）
　 　 令 Ωｋ ＝ ｛ω ∈ Ω：τｋ（ω） ≤ Ｔ｝，ｋ ≥ ｋ０ ， 则有 Ｐ（Ωｋ） ≥ ε 。 对于任意的 ω ∈ Ωｋ，ｘ（τｋ，ω），ｙ１ （τｋ，ω）
和 ｙ２ （τｋ，ω） 中至少有一个等于 ｋ 或 １ ／ ｋ ， 即有 Ｖ（ｘ（τｋ，ω），ｙ１ （τｋ，ω），ｙ２ （τｋ，ω）） ≥ （ｋ － ｂ１ －
ｂ１ ｌｎ（ｋ ／ ｂ１ ）） ∧ （ｋ － １ － ｌｎ ｋ） ∧ （ｋ － ｂ２ － ｂ２ ｌｎ（ｋ ／ ｂ２ ）） ∧ （１ ／ ｋ － ｂ１ ＋ ｂ１ ｌｎ（ｋｂ１ ）） ∧ （１ ／ ｋ － １ ＋ ｌｎ ｋ） ∧
（１ ／ ｋ － ｂ２ ＋ ｂ２ ｌｎ（ｋｂ２ ））。

由式 （４ ） 可得 Ｖ（ｘ（０），ｙ１ （０），ｙ２ （０）） ＋ ＡＴ ≥ Ｅ［１Ωｋ（ω） Ｖ（ｘ（τｋ，ω），ｙ１ （τｋ，ω），ｙ２ （τｋ，ω））］ ≥
ε［（ｋ － ｂ１ － ｂ１ ｌｎ（ｋ ／ ｂ１ ）） ∧ （ｋ － １ － ｌｎｋ） ∧ （ｋ － ｂ２ － ｂ２ ｌｎ（ｋ ／ ｂ２ ）） ∧ （１ ／ ｋ － ｂ１ ＋ ｂ１ ｌｎ（ｋｂ１ ）） ∧ （１ ／ ｋ －
１ ＋ ｌｎ ｋ） ∧ （１ ／ ｋ － ｂ２ ＋ ｂ２ ｌｎ（ｋｂ２ ））］ 。 这里 １Ωｋ（ω） 是 Ωｋ（ω） 的示性函数。 令 ｋ → ¥， 则有 ¥ ＞ Ｖ（ｘ（０），
ｙ１ （０），ｙ２ （０）） ＋ ＡＴ ＝ ¥。 因此有 τ¥ ＝ ¥， 即式 （１） 存在唯一的全局正解。

２　 平稳分布
假设 Ｘ（ ｔ） 是 Ｒｎ 中的一个 Ｍａｒｋｏｖ 自治过程， 可表示为随机微分方程 ｄＸ（ ｔ） ＝ ｆ（Ｘ（ ｔ）） ＋

∑
ｋ

ｓ ＝ １
ｇｓ（Ｘ（ ｔ））ｄＢｓ（ ｔ） 。 其扩散矩阵为 Ａ（Ｘ（ ｔ）） ＝ （ａｉｊ（ｘ）），ａｉｊ（ｘ） ＝ ∑

ｋ

ｓ ＝ １
ｇｉ

ｓ（ｘ）ｇ ｊ
ｓ（ｘ） 。

引理 １［２１］ 　 Ｍａｒｋｏｖ 过程 Ｘ（ｔ） 存在唯一的遍历平稳分布， 如果存在具有正则边界 Γ 的有界区域 Ｕ ⊂
Ｒｎ ， 具有如下的条件： １） 对于任意 ｘ∈Ｕ， 扩散矩阵 Ａ（Ｘ） 是严格正定的； ２） 存在非负 Ｃ２ ⁃函数 Ｖ ，
使得在 Ｒｎ ＼ Ｕ 上 ＬＶ 为负数。

定理 ２　 设 α１α２ｄ１ ／ ［ｍ２ （ｃ２ ＋ σ２
３ ／ ２）］ ＞ ｃ１ ＋ ｄ１ ＋ σ２

２ ／ ２，ｒ ＞ σ２
１ ＋ α１ ／ ｍ３ ， 那么对于任意给定的初

始条件 （ｘ（０），ｙ１ （０），ｙ２ （０）） ∈ Ｒ３
＋ ， 系统式 （１） 存在唯一的遍历平稳分布。

证明　 式 （１） 的扩散矩阵为 Ａ ＝
σ２

１ｘ２ ０ ０

０ σ２
２ｙ２

１ ０

０ ０ σ２
３ｙ２

２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

， 显然满足引理 １ 的条件 １。

定义正定 Ｃ２ ⁃函数 Ｖ（ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ）：Ｒ３
＋ → Ｒ ＋ 如下： Ｖ ＝ Ｖ

－
（ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） － Ｖ

－
（ｘ０ ，ｙ１０ ，ｙ２０ ） ＝ Ｖ１ ＋ ＭＶ２ ＋ Ｖ３ 。

其中： Ｍ ＞ ０； Ｖ１ ＝ １ ／ ｘ － ｌｎ ｙ１ ，Ｖ２ ＝ － ｌｎ ｙ１ － ｍ２δｌｎ ｙ２ ， δ ＝ ｄ１α１α２ ／ ［ｍ２ （ｃ２ ＋ σ２
３ ／ ２）］２ ＞ ０； Ｖ３ ＝ ［ｘ ＋

ｙ１ ／ α２ ＋ （ｃ１ ＋ ｄ１ ）ｙ２ ／ ２ｄ１α２ ］ γ＋１ ／ （γ ＋ １） － Ｖ
－
（ｘ０ ，ｙ１０ ，ｙ２０ ）， （ｘ０ ，ｙ１０ ，ｙ２０ ） 为 Ｖ

－
（ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） 的最小值点， γ ＞

０ 且有 γ３γ ＜ ｍｉｎ｛（ｃ１ ＋ ｄ１ ） ／ ４σｍａｘ，ｃ２ ／ ２σｍａｘ｝ ， 这里 σｍａｘ ＝ ｍａｘ｛σ２
１ ，σ２

２ ，σ２
３ ｝ 。

·６４５·



　 第 ６ 期 陈　 超， 等： 具有阶段结构的随机 Ｂｅｄｄｉｎｇｔｏｎ⁃ＤｅＡｎｇｅｌｉｓ 捕食模型的动力学分析

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

由 Ｉｔ ｏ^′ｓ 公式可得 ＬＶ１ ＝ － １ ／ ｘ２ ｛ｒｘ（１ － ｘ ／ Ｋ） － α１ （１ － β１ ）ｘｙ２ ／ ［ｍ１ ＋ ｍ２ （１ － β１ ）ｘ ＋ ｍ３ｙ２ ］｝ ＋ σ２
１ ／ ｘ －

｛α１α２ （１ － β１ ）ｘｙ２ ／ ［ｍ１ ＋ ｍ２ （１ － β１ ）ｘ ＋ ｍ３ｙ２ ］ － ｃ１ｙ１ － ｄ１ｙ１ ｝ ／ ｙ１ ＋ σ２
２ ／ ２ ≤－ （ｒ － σ２

１ － α１ ／ ｍ３ ） ／ ｘ ＋ ｒ ／ Ｋ ＋

ｃ１ ＋ ｄ１ ＋ σ２
２ ／ ２ － α１α２ （１ － β１ ）ｘｙ２ ／ ｛ｙ１ ［ｍ１ ＋ ｍ２ （１ － β１ ）ｘ ＋ ｍ３ｙ２ ］ ｝ 。 类似地， 可得 ＬＶ２ ≤２ δα１α２ｄ１

（ｍ１ ＋ ｍ３ｙ２ ） ／ ［ｍ１ ＋ ｍ２ （１ － β１ ）ｘ ＋ ｍ３ｙ２ ］ ＋ ｃ１ ＋ ｄ１ ＋ σ２
２ ／ ２ ＋ ｍ２δ（ｃ２ ＋ σ２

３ ／ ２） － ２ δα１α２ｄ１ 。 令 δ ＝
α１α２ｄ１ ／ ［ｍ２ （ｃ２ ＋ σ２

３ ／ ２）］ ２ ， 则有 ＬＶ２ ≤－ α１α２ｄ１ ／ ［ｍ２ （ｃ２ ＋ σ２
３ ／ ２）］ ２ ＋ ｃ１ ＋ ｄ１ ＋ σ２

２ ／ ２ ＋ ２α１α２ｄ１ （ｍ１ ＋
ｍ３ｙ２ ） ／ ｛ ［ｍ２ （ ｃ２ ＋ σ２

３ ／ ２） ］ ２ ［ｍ１ ＋ ｍ２ （１ － β１ ）ｘ ＋ ｍ３ｙ２ ］ ｝ ， ＬＶ３ ≤ － ｒｘγ＋２ ／ ２Ｋ － （ ｃ１ ＋ ｄ１ ）ｙγ＋１
１ ／ ４αγ＋１

２ －
ｃ２ （ｃ１ ＋ ｄ１ ） γ＋１ｙγ＋１

２ ／ ２γ＋２αγ＋１
２ ｄγ＋１

１ ＋ Ｂ 。 这里 Ｂ ＝ ｓｕｐ
（ｘ，ｙ１，ｙ２）∈Ｒ３＋

｛ － ｒｘγ＋２ ／ ２Ｋ ＋ γ３γσｍａｘｘγ＋１ ／ ２ － （ｃ１ ＋ ｄ１ ）ｙγ＋１
１ ／

８αγ＋１
２ ＋ （ ｒｘ ＋ α１ｘ ／ ｍ３ ） ［ｘ ＋ ｙ１ ／ α２ ＋ （ｃ１ ＋ ｄ１ ）ｙ２ ／ ２α２ｄ１ ］ γ － ｃ２ （ｃ１ ＋ ｄ１ ） γ＋１ｙγ＋１

２ ／ ２γ＋３αγ＋１
２ ｄγ＋１

１ ｝ ， 所以有

ＬＶ ≤－ （ ｒ － σ２
１ － α１ ／ ｍ３ ） ／ ｘ － α１α２ （１ － β１ ）ｘｙ２ ／ ｛ｙ１ ［ｍ１ ＋ ｍ２ （１ － β１ ）ｘ ＋ ｍ３ｙ２ ］｝ ＋ ２Ｍα１α２ｄ１ （ｍ１ ＋

ｍ３ ｙ２ ） ／ ｛ ［ ｍ２ （ ｃ２ ＋ σ２
３ ／ ２ ） ］ ［ ｍ１ ＋ ｍ２ （ １ － β１ ） ｘ ＋ ｍ３ ｙ２ ］ ｝ － ｒｘγ ＋２ ／ ２Ｋ － （ ｃ１ ＋ ｄ１ ） ｙγ ＋１

１ ／ （ ４αγ ＋１
２ ） －

ｃ２ （ｃ１ ＋ ｄ１ ） γ＋１ｙγ＋１
２ ／ （２γ＋２αγ＋１

２ ｄγ＋１
１ ） － Ｍλ ＋ ｃ１ ＋ ｄ１ ＋ ｒ ／ Ｋ ＋ σ２

２ ／ ２ ＋ Ｂ。
定义如下的开集 Ｕ ＝ ｛（ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈ Ｒ３

＋ ：ξ ＜ ｘ ＜ １ ／ ξ，ξ４ ＜ ｙ１ ＜ １ ／ ξ４ ，ξ２ ＜ ｙ１ ＜ １ ／ ξ２ ｝ ， 这里 ０ ＜
ξ ＜ １ 是一个充分小的常数且满足： － （ｒ － σ２

１ － α１ ／ ｍ３ ） ／ ξ ＋ Ｃ１ ≤－ １， － （ｃ１ ＋ ｄ１ ） ／ （４αγ＋１
２ ξ４γ＋４ ） ＋ Ｃ１ ≤

－ １， － ｃ２ （ｃ１ ＋ ｄ１ ） γ＋１ ／ （２γ＋２αγ＋２
２ ｄγ＋１

１ ξ２γ＋２ ） ＋ Ｃ１ ≤－ １， ２Ｍα１α２ｄ１ （ｍ１ ＋ ｍ３ξ２ ） ／ ［ｍ２
２ （ｃ２ ＋ σ２

３ ／ ２）（１ －
β１ ）ξ］ － Ｍλ ＋ Ｃ２ ≤－ １， － ｒξγ＋２ ／ ４Ｋ － ｃ２ （ｃ１ ＋ ｄ１）γ＋１ξ２γ＋２ ／ （２γ＋２αγ＋２

２ ｄγ＋１
１ ） － α１α２（１ － β１） ／ ｛ξ［ｍ１ ＋ ｍ２（１ －

β１ ）ξ ＋ ｍ３ξ２ ］｝ ＋ Ｃ３ ≤－ １， － ｒ ／ （４Ｋξγ＋２ ） ＋ Ｃ３ ≤－ １ 。 其 中： Ｃ１ ＝ ｓｕｐ
（ｘ，ｙ１，ｙ２）∈Ｒ３＋

｛ － ｒｘγ＋２ ／ ２Ｋ ＋

２Ｍα１α２ｄ１ ／ ［ｍ２ （ｃ２ ＋ σ２
３ ／ ２）］ － Ｍλ ＋ ｃ１ ＋ ｄ１ ＋ ｒ ／ Ｋ ＋ σ２

２ ／ ２ ＋ Ｂ｝， Ｃ２ ＝ ｓｕｐ
（ｘ，ｙ１，ｙ２）∈Ｒ３＋

｛ － ｒｘγ＋２ ／ ２Ｋ ＋ ｃ１ ＋ ｄ１ ＋

ｒ ／ Ｋ ＋ σ２
２ ／ ２ ＋ Ｂ｝ ， Ｃ３ ＝ ｓｕｐ

（ｘ，ｙ１，ｙ２）∈Ｒ３＋
｛ － ｒｘγ＋２ ／ ４Ｋ ＋ ２Ｍα１α２ｄ１ ／ ［ｍ２ （ ｃ２ ＋ σ２

３ ／ ２） ］ － Ｍλ ＋ ｃ１ ＋ ｄ１ ＋ ｒ ／ Ｋ ＋

σ２
２ ／ ２ ＋ Ｂ｝ 。

为了方便， 将 Ｒ３
＋ ＼ Ｕ 分成如下的六个区域： ＵＣ

１ ＝ ｛（ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈ Ｒ３
＋ ：０ ＜ ｘ ≤ ξ｝； ＵＣ

２ ＝ ｛（ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈
Ｒ３

＋ ：ｘ ＞ ξ，０ ＜ ｙ２ ≤ ξ２ ｝； ＵＣ
３ ＝ ｛（ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈ Ｒ３

＋ ：ｘ ＞ ξ，０ ＜ ｙ１ ＜ ξ４ ，ｙ２ ≥ ξ２ ｝； ＵＣ
４ ＝ ｛（ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈

Ｒ３
＋ ：ｘ ≥ １ ／ ξ｝； ＵＣ

５ ＝ ｛（ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈ Ｒ３
＋ ：ｙ１ ≥ １ ／ ξ４ ｝； ＵＣ

６ ＝ ｛（ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈ Ｒ３
＋ ：ｙ２ ≥ １ ／ ξ２ ｝ 。 接下来， 将

证明在 Ｒ３
＋ ＼ Ｕ 上有 ＬＶ ≤－ １ 。

情形 １　 对任意的 （ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈ ＵＣ
１ ， 有

ＬＶ ≤－ （ ｒ － σ２
１ － α１ ／ ｍ３ ） ／ ξ － ｒｘγ＋２ ／ （２Ｋ） ＋ ２Ｍα１α２ｄ１ ／ ［ｍ２ （ｃ２ ＋ σ２

３ ／ ２）］ ＝
－ （ ｒ － σ２

１ － α１ ／ ｍ３ ） ／ ξ ＋ Ｃ１ ≤－ １。 （５）
　 　 情形 ２　 对任意的 （ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈ ＵＣ

２ ， 有

ＬＶ ≤ ２Ｍα１α２ｄ１ （ｍ１ ＋ ｍ３ｙ２
２ ） ／ ［ｍ２

２ （ｃ２ ＋ σ２
３ ／ ２）（１ － β１ ）ｘ］ － ｒｘγ＋２ ／ （２Ｋ） － Ｍλ ＋ ｃ１ ＋ ｄ１ ＋

ｒ ／ Ｋ ＋ σ２
２ ／ ２ ＋ Ｂ ≤ ２Ｍα１α２ｄ１ （ｍ１ ＋ ｍ３ξ２ ） ／ ［ｍ２

２ （ｃ２ ＋ σ２
３ ／ ２）（１ － β１ ）ξ］ － Ｍλ ＋ Ｃ２ ≤－ １。 （６）

　 　 情形 ３　 对任意的 （ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈ ＵＣ
３ ， 有

ＬＶ ≤－ ｒ·ξγ＋２ ／ ４Ｋ － ｃ２ （ｃ１ ＋ ｄ１ ） γ＋１ξ２γ＋２ ／ （２γ＋２αγ＋２
２ ｄγ＋１

１ ） －
α１α２ （１ － β１ ） ／ ｛ξ［ｍ１ ＋ ｍ２ （１ － β１ ）ξ ＋ ｍ３ξ２ ］｝ ＋ Ｃ３ ≤－ １。 （７）

　 　 情形 ４　 对任意 （ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈ ＵＣ
４ ， 有

ＬＶ ≤－ ｒ ／ （４Ｋξγ＋２ ） ＋ Ｃ３ ≤－ １。 （８）
　 　 情形 ５　 对任意 （ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈ ＵＣ

５ ， 有

ＬＶ ≤－ （ｃ１ ＋ ｄ１ ） ／ （４αγ＋１
２ ξ４γ＋４ ） ＋ Ｃ１ ≤－ １。 （９）

　 　 情形 ６　 对任意 （ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈ ＵＣ
６ ， 有

ＬＶ ≤－ ｃ２ （ｃ１ ＋ ｄ１ ） γ＋１ ／ （２γ＋２αγ＋２
２ ｄγ＋１

１ ξ２γ＋２ ） ＋ Ｃ１ ≤－ １。 （１０）

·７４５·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

　 　 由式（５） ～ （１０）可得， 对任意的 （ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ∈ Ｒ３
＋ ＼ Ｕ ， 有 ＬＶ（ｘ，ｙ１ ，ｙ２ ） ≤－ １ ， 因此式 （１） 存在

唯一的遍历平稳分布。

３　 灭绝性
定理 ３　 如果 ｍｉｎ｛ｃ１ ＋ ｄ１ ，ｃ２ ｝（ Ｒ － １） Ｉ｛ Ｒ≤１｝ ＋ ｍａｘ｛ｃ１ ＋ ｄ１ ，ｃ２ ｝（ Ｒ － １） Ｉ｛ Ｒ ＞ １｝ － σ２

２σ２
３ ／ ［２（σ２

２ ＋

σ２
３ ）］ ＋ ｃ２σ１ Ｒ ／ （２ｒ） ＜ ０， Ｒ ＝ α１α２ ／ ［ｍ２ｃ２ （ｃ１ ＋ ｄ１ ）］ 且 ｒ ＞ σ２

１ ／ ２ ， 则幼年捕食者和成年捕食者种

群几乎必然灭绝。
证明　 由式 （１） 可得 ｄｘ（ ｔ） ≤ ｒｘ（ ｔ）［１ － ｘ（ ｔ） ／ Ｋ］ ＋ ｘ（ ｔ）σ１ ｄＢ１ （ ｔ）。
考虑如下的微分方程 ｄＸ（ ｔ） ≤ ｒＸ（ ｔ）［１ － Ｘ（ ｔ） ／ Ｋ］ ＋ Ｘ（ ｔ）σ１ ｄＢ１ （ ｔ），Ｘ（０） ＝ ｘ（０） ＞ ０ ， 由比较

原理， 可得 ｘ（ ｔ） ≤ Ｘ（ ｔ），ｔ ≥ ０，ａ． ｓ． 。

令 Ｒ（ω１ ，ω２ ） ＝ （ω１ ，ω２ ）Ｄ ， 这 里 （ω１ ，ω２ ） ＝ （ Ｒ，α１α２ ／ ［ｍ２ （ｃ１ ＋ ｄ１ ）］）， Ｄ ＝
０ α１α２ ／ ［ｍ２ （ｃ１ ＋ ｄ１ ）］

ｄ１ ／ ｃ２ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷。

定义正定 Ｃ２ ⁃函数 Ｖ
～
：Ｒ２

＋ → Ｒ ＋ 如下： Ｖ
～

（ｙ１ （ ｔ），ｙ２ （ ｔ）） ＝ ｐｙ１ （ ｔ） ＋ ｑｙ２ （ ｔ） 。 其中： ｐ ＝ ω１ ／ （ｃ１ ＋ ｄ１），

ｑ ＝ ω２ ／ ｃ２ 。 由 Ｉｔ ｏ^′ｓ 公式可得 ＬＶ
～
（ｔ） ＝ ｐ ／ Ｖ

～
（ｔ） ·｛α１α２ （１ － β１ ）ｘ（ｔ）ｙ２ （ｔ） ／ ［ｍ１ ＋ ｍ２ （１ － β１ ）ｘ（ ｔ） ＋

ｍ３ｙ２ （ ｔ）］ － ｃ１ｙ１ （ ｔ） － ｄ１ｙ１ （ ｔ）｝ ＋ ｑ ／ Ｖ
～
（ ｔ）［ － ｃ２ｙ２ （ ｔ） ＋ ｄ１ｙ１ （ ｔ）］ － ［ｐ２σ２

２ｙ２
１ （ ｔ） ＋ ｑ２σ２

３ｙ２
２ （ ｔ）］ ／ ［２Ｖ

～ ２ （ ｔ）］，

且 有 Ｖ
～ ２ （ｙ１ （ ｔ），ｙ２ （ ｔ）） ≤ ［ｐ２σ２

２ｙ２
１ （ ｔ） ＋ ｑ２σ２

３ｙ２
２ （ ｔ）］（１ ／ σ２

２ ＋ １ ／ σ２
３ ） 。 又 ［ｐ ／ Ｖ

～
（ ｔ）］｛α１α２ （１ －

β１ ）ｘ（ ｔ）ｙ２ （ ｔ） ／ ［ｍ１ ＋ ｍ２ （１ － β１ ）ｘ（ ｔ） ＋ ｍ３ｙ２ （ ｔ）］ － ｃ１ｙ１ （ ｔ） － ｄ１ｙ１ （ ｔ）｝ ≤ ｐα１α２ Ｘ － Ｋ ／ （ｑｍ２Ｋ） ＋

ｍｉｎ｛ｃ１ ＋ ｄ１，ｃ２｝（ Ｒ － １）Ｉ｛ Ｒ≤１｝ ＋ ｍａｘ｛ｃ１ ＋ ｄ１，ｃ２｝（ Ｒ － １）Ｉ｛ Ｒ ＞１｝ ， 所以 ＬＶ
～
（ｔ） ≤ ｐα１α２ Ｘ － Ｋ ／ （ｑｍ２Ｋ） ＋

ｍｉｎ｛ｃ１ ＋ ｄ１ ，ｃ２ ｝（ Ｒ － １） Ｉ｛ Ｒ≤１｝ ＋ ｍａｘ｛ｃ１ ＋ ｄ１ ，ｃ２ ｝（ Ｒ － １） Ｉ｛ Ｒ ＞ １｝ － ２σ２
２σ２

３ ／ （σ２
２ ＋ σ２

３ ） ， 从而有

　 ｄｌｎＶ
～
（ ｔ） ≤ ｛ｐα１α２ Ｘ － Ｋ ／ （ｑｍ２Ｋ） ＋ ｍｉｎ｛ｃ１ ＋ ｄ１ ，ｃ２ ｝（ Ｒ － １） Ｉ｛ Ｒ≤１｝ ＋ ｍａｘ｛ｃ１ ＋ ｄ１ ，ｃ２ ｝

（ Ｒ － １） Ｉ｛ Ｒ ＞ １｝ － ２σ２
２σ２

３ ／ （σ２
２ ＋ σ２

３ ）｝ｄｔ － ［ｐσ２ｙ１ （ ｔ） ／ Ｖ
～
（ ｔ）］ｄＢ２ （ ｔ） ＋ ［ｑσ３ｙ２ （ ｔ） ／ Ｖ

～
（ ｔ）］ｄＢ３ （ ｔ）。 （１１）

式 （１１） 两边在 ［０，ｔ］ 积分， 可得

［ｌｎＶ
～
（ ｔ） － ｌｎＶ

～
（０）］ ／ ｔ ≤ ［ｐα１α２ ／ （ｑｍ２Ｋ）］ ∫ｔ

０
Ｘ（ ｓ） － Ｋ ｄｓ ＋ ｍｉｎ｛ｃ１ ＋ ｄ１ ，ｃ２ ｝（ Ｒ － １）

Ｉ｛ Ｒ≤１｝ ＋ ｍａｘ｛ｃ１ ＋ ｄ１ ，ｃ２ ｝（ Ｒ － １） Ｉ｛ Ｒ ＞ １｝ － ２σ２
２σ２

３ ／ （σ２
２ ＋ σ２

３ ） ＋ Ｍ
－

（ ｔ） ／ ｔ ＋ Ｎ
－

（ ｔ） ／ ｔ。 （１２）

其中： Ｍ
－

（ ｔ） ＝ ∫ｔ

０
［ｐσ２ｙ１ （ ｓ） ／ Ｖ

～
（ ｓ）］ｄＢ２ （ ｓ），Ｎ

－
（ ｔ） ＝ ∫ｔ

０
［ｑσ３ｙ２ （ ｓ） ／ Ｖ

～
（ ｓ）］ｄＢ３ （ ｓ） ， 且 ｌｉｍ

ｔ→¥
［Ｍ

－
（ ｔ） ／ ｔ］ ＝ ０，

ｌｉｍ
ｔ→¥

［Ｎ
－

（ ｔ） ／ ｔ］ ＝ ０，ａ． ｓ． 。

由 （１２） 可得 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→¥

［ｌｎＶ
～
（ ｔ） ／ ｔ］ ≤ ｍｉｎ｛ｃ１ ＋ ｄ１ ，ｃ２ ｝（ Ｒ － １） Ｉ｛ Ｒ≤１｝ ＋ ｍａｘ｛ｃ１ ＋ ｄ１ ，ｃ２ ｝（ Ｒ － １）

Ｉ｛ Ｒ ＞ １｝ － ２σ２
２σ２

３ ／ （σ２
２ ＋ σ２

３ ） ＋ ｃ２σ１ Ｒ ／ （２ｒ） ＜ ０ ， 从 而 有 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→¥

［ｌｎ ｙ１ （ ｔ） ／ ｔ］ ＜ ０，

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→¥

［ｌｎ ｙ２ （ ｔ） ／ ｔ］ ＜ ０ ， 即有 ｌｉｍ
ｔ→¥

ｙ１ （ ｔ） ＝ ０， ｌｉｍ
ｔ→¥

ｙ２ （ ｔ） ＝ ０，ａ． ｓ． 。

４　 数值模拟
为了验证上述理论结果， 采用 Ｍｉｌｓｔｅｉｎ［２２］高阶方法给出式 （１） 的数值模拟结果。
选取参数 ｒ ＝ ０． ９， α１ ＝ ０． ３， α２ ＝ ０． ５， ｃ１ ＝ ０． ０４， ｃ２ ＝ ０． ０２， ｄ１ ＝ ０． ８， ｍ２ ＝ ０． ５， ｍ３ ＝ ０． ８，

σ２
１ ＝ ０． ０３， σ２

２ ＝ ０． ０５， σ２
３ ＝ ０． ０４ ， 计算可知满足定理 ２ 的条件， 所以系统式 （１） 存在唯一的平稳

分布 （见图 １）。
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选取参数 ｒ ＝ ０． ４， α１ ＝ ０． ９， α２ ＝ ０． ０１， ｃ１ ＝ ０． ４， ｃ２ ＝ ０． ０１， ｄ１ ＝ ０． ６， ｍ２ ＝ １０， σ２
１ ＝ ０． ０４，

σ２
２ ＝ ２０， σ２

３ ＝ ２０ ， 计算可知满足定理 ３ 的条件， 因此幼年捕食者和成年捕食者都几乎必然灭绝 （见
图 ２）。

图 1 式（1）的解及其确定性系统的解
Fig.1 The solution of model(1) and its corresponding deterministic model

a) 食饵的随机性与确定性路径 b) 幼年捕食者的随机性与确定性路径 c) 成年捕食者的随机性与确定性路径
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图 2 式(1)的捕食者种群灭绝图
Fig.2 Predator population extinction of model(1)

a) 灭绝状态下幼年捕食者的样本路径
t

b) 灭绝状态下成年捕食者的样本路径
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