
　 第 ３１ 卷　 第 ３ 期 集美大学学报 （自然科学版） Ｖｏｌ． ３１　 Ｎｏ． ３
　 　 ２０２６ 年 ５ 月 Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｊｉｍｅｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ） Ｍａｙ ２０２６

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

　 　 ［收稿日期］ ２０２４ － １０ － ２７
［基金项目］ 浙江省自然科学基金项目 （ＬＱ２４Ａ０１００１４）
［通信作者］ 齐豪， 讲师， 硕导， 从事组合图论方向研究， Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｑｉｈａｏ＠ ｗｚｕ． ｅｄｕ． ｃｎ

［引用格式］肖杨，齐豪，叶永南． 水平步或峰避免在给定集合的 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径［ Ｊ］． 集美大学学报（自然科学版），２０２６，３１

（３）：３６８⁃３７８． ＤＯＩ：１０． １９７１５ ／ ｊ． ｊｍｕｚｒ． ２０２６． ０３． １１．
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［摘要］ 对于给定集合 Ａ， 文中主要研究了水平步或峰避免在 Ａ 的 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径 （关于峰个数） 的生成函

数。 首先， 讨论了 Ａ 为奇数集合或偶数集合时生成函数的显式表达式， 然后给出了 Ａ 为任意集合时， 避

免水平步在 Ａ 的生成函数的递推关系及连分式， 最后得出了水平步和峰分别避免在一对给定集合 Ａ 和 Ｂ

的移位等价性。
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０　 引言
Ｄｙｃｋ 路径［１ － ４］ 、 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径［４ － ５］ 等路径是组合计数学的重要研究对象， 它们的研

究中蕴含着许多数学问题［６ － １０］ ， 以及与树、 正交多项式、 连分数之间联系。 本文将重点

研究在特定限制下的 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径。
首先， 给出 Ｄｙｃｋ 路径的定义及相关符号。
定义 １　 在平面直角坐标系的第一象限中， 一条从起点 （０，０） 走到 （２ｎ，０） ， 由上升

步 Ｕ ＝ （１，１） 和下降步 Ｄ ＝ （１， － １） 组成的半长为 ｎ 的路径称为 ｎ⁃Ｄｙｃｋ 路径。
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对任意 ｎ ≥ ０ ， 令 Ｄｎ 表示所有 ｎ⁃Ｄｙｃｋ 路径的集合。 众所周知， Ｄｎ ＝ Ｃｎ ＝
１

ｎ ＋ １
２ｎ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 其中 Ｃｎ 为第 ｎ 个 Ｃａｔａｌａｎ 数。 序列 ｛Ｃｎ｝ ｎ≥０ 的生成函数记为 Ｃ（ ｚ）： ＝

∑ ｎ≥０
Ｃｎｚｎ ， 其满足等式： Ｃ（ ｚ） ＝ １ ＋ ｚＣ２ （ ｚ） 。 故 Ｃ（ ｚ） ＝ １ － １ － ４ｚ

２ｚ 。

类似地， 有 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径定义及相关符号表示。
定义 ２　 在平面直角坐标系的第一象限中， 一条从起点 （０， ０） 走到 （ｎ，０） ， 由上

升步 Ｕ ＝ （１，１） 、 下降步 Ｄ ＝ （１， － １） 和水平步 Ｌ ＝ （１，０） 组成的长为 ｎ 的路径称为 ｎ⁃
Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径。

对任意 ｎ ≥０ ， 令Ｍｎ 为所有 ｎ⁃Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径的集合， 并令 Ｍｎ ＝ Ｍｎ ， 其中 Ｍｎ 为

第 ｎ 个 Ｍｏｔｚｋｉｎ 数。 序列 ｛Ｍｎ｝ ｎ≥０ 的生成函数记为 Ｍ（ ｚ）： ＝ ∑ ｎ≥０
Ｍｎｚｎ ， 它满足等式

Ｍ（ ｚ） ＝ １ ＋ ｚＭ（ ｚ） ＋ ｚ２ Ｍ２ （ ｚ） ， 故 Ｍ（ ｚ） ＝ １ － ｚ － １ － ２ｚ － ３ｚ２

２ｚ２ 。

在 Ｄｙｃｋ 路径中， 一个上升步紧随着一个下降步称为一个峰， 一个下降步紧随着一

个上升步称为一个谷。 峰的高度 （谷的高度） 是指在两个步中较大 （小） 的 ｙ 坐标值。
对 Ｄｙｃｋ 路径做各种限制的研究吸引了众多学者的关注， 比方说， 禁止双上升步、 双下降

步、 上升水平步等， 或者对各步的高度进行限制， 如峰、 谷的高度避免在给定集合等。
Ｄｅｕｔｓｃｈ［６］证明了峰的高度避免在集合 ｛１｝ 的 ｎ⁃Ｄｙｃｋ 路径的个数为第 ｎ 个 Ｆｉｎｅ 数；

Ｐｅａｒｔ 等［７］证明了峰的高度避免在集合 ｛２｝ 的 ｎ⁃Ｄｙｃｋ 路径的个数为第 ｎ － １ 个 Ｃａｔａｌａｎ
数。 Ｍａｎｓｏｕｒ［８］研究了峰的高度在 ｋ 时的 ｎ⁃Ｄｙｃｋ 路径的性质， 其中 ｋ 为任意非负整数。
Ｅｕ 等［９］以连分式的形式给出了峰的高度避免或限制在某个给定集合下的 ｎ⁃Ｄｙｃｋ 路径的

生成函数， 并发现了峰的高度避免在偶数集合、 奇数集合、 集合 ｛２，３，…，ｍ｝ 的 ｎ⁃Ｄｙｃｋ
路径的个数分别等于 （ｎ － １）⁃Ｍｏｔｚｋｉｎ 数、 ｎ⁃Ｒｉｏｒｄａｎ 数、 移位的 Ｃａｔａｌａｎ 数 Ｃｎ －ｍ ＋１ ， 同时

他们还发现了峰的高度避免和限制在某个集合的移位等价关系。 Ｌｉｕ 等［１０］ 研究了峰的高

度和谷的高度避免在给定集合的 ｎ⁃Ｄｙｃｋ 路径的计数。
目前对峰或者谷进行相关限制的研究主要集中在 Ｄｙｃｋ 路径， 本文将研究转向 Ｍｏｔｚｋｉｎ

路径， 研究水平步或峰的高度避免在给定集合的 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径。
在 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径中， 峰及谷的高度类同于 Ｄｙｃｋ 路径中的定义， 水平步的高度指水平

步的纵坐标 ｙ 的坐标值。 为了描述方便， 给出 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径中峰 （或水平步） 的高度避

免在给定集合的定义如下：
定义 ３　 给定集合 Ａ ⊆ ℕ 和任意 ｎ ∈ ℕ ， 令 Ｍｎ，Ｐ，􀭵Ａ （或 Ｍｎ，Ｌ􀭵Ａ ） 表示所有峰 （或水平

步） 的高度避免在集合 Ａ 的 ｎ⁃Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径的集合， 它们的生成函数分别记为： ＭＰ，􀭵Ａ（ｘ，

ｚ） ＝ ∑ ｎ≥０∑ Ｐ∈Ｍｎ，Ｐ，􀭵Ａ
ｘｐｅａｋ（Ｐ） ｚｎ ， 及 ＭＬ􀭵Ａ（ｘ，ｚ） ＝ ∑ ｎ≥０∑ Ｐ∈Ｍｎ，Ｌ，􀭵Ａ

ｘｐｅａｋ（Ｐ） ｚｎ 。 其中： ℕ 为非

负整数集合； ｐｅａｋ（Ｐ） 表示 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径 Ｐ 中峰的个数。
定义 ４　 给定集合 Ａ，Ｂ ⊆ ℕ ， 以及 ｎ ∈ ℕ ， 令 􀭾Ｍｎ，􀭵Ａ，􀭵Ｂ 表示所有水平步的高度和所有

峰的高度分别避免在集合 Ａ 和 Ｂ 的 ｎ⁃Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径的集合。

·９６３·
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在本文中， 为了描述更加简洁， 将 “峰 （或水平步） 的高度避免在给定集合 Ａ” 简

称为 “峰 （或水平步） 避免在给定集合 Ａ”。

１　 峰或水平步避免在奇、 偶集合的 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径
令 Ｏ 表示奇数集合， Ｅ 表示偶数集合。 本节将给出水平步或峰的高度避免在 Ｏ 或 Ｅ

的 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径的生成函数的显式表达式。 根据定义 ３， 有下述生成函数： ＭＰ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） ＝

∑ ｎ≥０ ∑ Ｐ∈Ｍ ｎ，Ｐ，􀭺Ｏ
ｘｐｅａｋ（ Ｐ） ｚｎ ， ＭＰ，􀭺Ｅ （ ｘ，ｚ） ＝ ∑ ｎ≥０ ∑ Ｐ∈Ｍ ｎ，Ｐ，􀭺Ｅ

ｘｐｅａｋ（ Ｐ） ｚｎ ， ＭＬ，􀭺Ｏ （ ｘ，ｚ） ＝

∑ ｎ≥０∑ Ｐ∈Ｍｎ，Ｌ，􀭺Ｏ
ｘｐｅａｋ（Ｐ） ｚｎ， ＭＬ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ＝ ∑ ｎ≥０∑ Ｐ∈Ｍｎ，Ｌ，􀭵Ｅ

ｘｐｅａｋ（Ｐ） ｚｎ 。 首先考虑 Ｐ ∈ ＭＰ，􀭺Ｏ（ｘ，

ｚ） 和 Ｐ ∈ ＭＰ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） 。

定理 １　 对任意ｎ∈ℕ ， 有：Ｐ∈ＭＰ，􀭵Ｏ（ｘ，ｚ） ＝ ｘｚ４ － ｘｚ３ － ｚ４ ＋ ｘｚ２ ＋ ２ｚ３ － ３ｚ２ ＋ ２ｚ － １ ＋ Ｂ（ｘ，ｚ）
－ ２（ｚ２ － ｚ ＋ １）ｚ２ ，

Ｐ ∈ ＭＰ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ＝ ｘｚ４ － ｘｚ３ － ｚ４ ＋ ｘｚ２ ＋ ２ｚ３ － ３ｚ２ ＋ ２ｚ － １ ＋ Ｂ（ｘ，ｚ）
－ ２ｚ２（ｘｚ２ － ｚ２ ＋ ｚ － １）

。 其中 Ｂ（ｘ，ｚ） ＝

（ｘ２ － ２ｘ ＋ １）ｚ８ ＋ （ － ２ｘ２ ＋ ６ － ｘ４）ｚ７ ＋ （３ｘ２ － ８ｘ ＋ ６）ｚ６ ＋ （ － ２ｘ２ ＋ １０ｘ － ８）ｚ５ ＋ （ｘ２ － ８ｘ ＋
７）ｚ４ ＋ （６ｘ － ８） ｚ３ ＋ （６ － ２ｘ） ｚ２ － ４ｚ ＋ １。

证明　 对于任意 ｎ⁃Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径 Ｐ， 皆有 Ｍ０，Ｐ，􀭺Ｏ ＝ Ｍ０，Ｐ，􀭵Ｅ ＝ ⌀。
首先假设 Ｐ ∈ Ｍｎ，Ｐ，􀭺Ｏ 且 ｎ ≥ １ 。 由 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径的定义， 可知 Ｐ 不会出现在 ｘ 轴下

方， 所以 Ｐ 的第一步为上升步 Ｕ 或者水平步 Ｌ。 因为峰的高度避免在 Ｏ， 故 Ｐ 的第二步

不能为下降步 Ｄ。 根据 Ｐ 的第一步为 Ｕ 或 Ｌ， 有两种不同情况： Ｐ ＝ ＵＰ１ ＤＰ２ 和 Ｐ ＝ ＬＰ３

（如图 １ 所示）。 其中： Ｐ１ ∈ ＭＰ，􀭵Ｅ 且 Ｐ１ ≠ ⌀； Ｐ２ ，Ｐ３ ∈ ＭＰ，􀭺Ｏ 。 于是， 可得递归关系为

ＭＰ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） ＝ １ ＋ ｚ２ （ＭＰ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） － １）ＭＰ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） ＋ ｚＭＰ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ）。 （１）

图 1 峰避免在奇数集合 O 的 Motzkin 路径
Fig.1 Motzkin paths avoiding peaks in the odd set O
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　 　 类似地， 如果 Ｐ ∈ Ｍｎ，Ｐ，􀭵Ｅ 且 ｎ ≥
１ ， 那么路径 Ｐ 的第一步可能为上

升步 Ｕ 或者水平步 Ｌ。 如果第一步

为上升步 Ｕ， 那么第二步可能是下

降步 Ｄ 或其他。 因此， 可得三种不

同情况： Ｐ ＝ ＵＤＰ１ ，Ｐ ＝ ＵＰ２ ＤＰ３ 以及 Ｐ ＝ ＬＰ４ （如图 ２ 所示）。 其中： Ｐ２ ∈ ＭＰ，􀭺Ｏ 且 Ｐ２ ≠
⌀； Ｐ１ ，Ｐ３ ，Ｐ４ ∈ ＭＰ，􀭵Ｅ 。

图 2 峰避免在偶数集合 E 的 Motzkin 路径
Fig.2 Motzkin paths avoiding peaks in the even set E
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现可得递归关系为

ＭＰ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ＝ １ ＋ ｘｚ２ ＭＰ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ＋ ｚ２ （ＭＰ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） － １）ＭＰ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ＋ ｚＭＰ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ）。 （２）
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将式 （１） 与式 （２） 相减， 整理后可得

（１ － ｚ ＋ ｚ２ ）ＭＰ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） ＝ ＭＰ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ）（１ － ｚ ＋ ｚ２ － ｘｚ２ ）。 （３）
再将式 （３） 代回式 （１） 和式 （２）， 分别可得：

（ｘｚ４ － ｚ４ ＋ ｚ３ － ｚ２ ）ＭＰ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ＋ Ａ（ｘ，ｚ）ＭＰ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） － ｚ２ ＋ ｚ ＋ ｚ ＝ ０， （４）
（ － ｚ４ ＋ ｚ３ － ｚ２ ）Ｍ２

Ｐ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） ＋ Ａ（ｘ，ｚ）ＭＰ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） － ｚ２ ＋ ｚ ＋ １ ＝ ０。 （５）
其中 Ａ（ｘ，ｚ） ＝ － ｘｚ４ ＋ ｘｚ３ ＋ ｚ４ － ｘｚ２ － ２ｚ３ ＋ ３ｚ２ － ２ｚ ＋ ｚ ＝ ０。

将式 （４） 和式 （５） 分别视为关于 ＭＰ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） 和 ＭＰ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） 的一元二次方程， 解其

可得定理 １ 所示结果。
接下来考虑 ＭＬ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） 和 ＭＬ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） 。

定理２　 对任意∈ℕ， 有： ＭＬ，􀭵Ｏ（ｘ，ｚ） ＝ － ｘ２ｚ４ ＋ ２ｘｚ４ － ｘｚ３ － ｚ４ ＋ ２ｘｚ２ ＋ ｚ３ － ２ｚ２ ＋ ｚ － １ Ｃ（ｘ，ｚ）
２（ｘｚ２ － ｚ２ ＋ ｚ － １）ｚ２ ，

ＭＬ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ＝ － ｘ２ ｚ４ ＋ ２ｘｚ４ － ｘｚ３ － ｚ４ ＋ ２ｘｚ２ ＋ ｚ３ － ２ｚ２ ＋ ｚ － １ Ｃ（ｘ，ｚ）
２ｚ２ （ｘｚ２ － ｚ２ － １）

。 其中 Ｃ（ｘ，ｚ） ＝

（ｘ４ － ４ｘ３ ＋ ６ｘ２ － ４ｘ ＋ １）ｚ８ ＋ （２ｘ３ － ６ｘ２ ＋ ６ｘ － ２）ｚ７ ＋ （４ｘ３ ＋ ９ｘ２ － ６ｘ ＋ １）ｚ６ － （６ｘ２ ＋ ８ｘ －
２） ｚ５ ＋ （６ｘ２ － ６ｘ） ｚ４ ＋ （６ｘ － ２） ｚ３ ＋ （ － ４ｘ ＋ １） ｚ２ － ２ｚ ＋ １。

证明　 对于任意 ｎ⁃Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径 Ｐ， 皆有 Ｍ０，Ｌ，􀭺Ｏ ＝ Ｍ０，Ｌ，􀭵Ｅ ＝ ⌀ 。
先假设 Ｐ ∈ Ｍｎ，Ｌ，􀭺Ｏ 且 ｎ ≥ １ 。 由 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径的定义， 可知 Ｐ 不会出现在 ｘ 轴下方，

又因为水平步的高度不能在 Ｅ， 故 Ｐ 的第一步只能为上升步 Ｕ。 又因为 Ｐ 的第二步可能

是下降步或其他， 有两种不同情况： Ｐ ＝ ＵＤＰ１ 和 Ｐ ＝ ＵＰ２ＤＰ３ （如图 ３ 所示）。 其中： Ｐ２ ∈
ＭＬ，􀭺Ｏ 且 Ｐ２ ≠ ⌀； Ｐ１ ，Ｐ３ ∈ ＭＬ，􀭵Ｅ 。 因此， 可得递归关系为

ＭＬ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ＝ １ ＋ ｘｚ２ ＭＬ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ＋ ｚ２ （ＭＬ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） － １）ＭＬ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ）。 （６）

图 3 水平步避免偶数集合 E 的 Motzkin 路径
Fig.3 Motzkin paths avoiding levels in the even set E

U D U D

　 　 类似地， 假设 Ｐ ∈ Ｍｎ，Ｌ，􀭺Ｏ 且 ｎ ≥ １ ， 那么路径 Ｐ 的第一步可能为上升步 Ｕ 或水平步

Ｌ。 如果第一步为上升步 Ｕ， 那么第二步可能是下降步 Ｄ 或其他。 相应地， 可得三种不

同情况： Ｐ ＝ ＵＤＰ１ ，Ｐ ＝ ＵＰ２ ＤＰ３ 以及 Ｐ ＝ ＬＰ４ （如图 ４ 所示）。 其中： Ｐ２ ∈ ＭＬ，􀭵Ｅ 且 Ｐ２ ≠
⌀； Ｐ１ ，Ｐ３ ，Ｐ４ ∈ ＭＬ，􀭺Ｏ。

图 4 水平步避免在奇数集合 O 的 Motzkin 路径
Fig.4 Motzkin paths avoiding levels in the odd set O

U D U D
L

于是， 可得递归关系为

·１７３·
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ＭＬ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） ＝ １ ＋ ｘｚ２ ＭＬ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） ＋ ｚ２ （ＭＬ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） － １）ＭＬ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） ＋ ｚＭＬ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ）。 （７）
　 　 将式 （６） 与式 （７） 相减， 整理后可得

（１ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ ）ＭＬ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ＝ （１ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ － ｚ）ＭＬ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ）。 （８）
再将式 （８） 代回式 （６） 和式 （７）， 分别有：

（ｘｚ４ － ｚ４ ＋ ｚ３ － ｚ２ ）Ｍ２
Ｌ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） ＋ Ａ′（ｘ，ｚ）ＭＬ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） ＋ ｘｚ２ － ｚ２ － １ ＝ ０， （９）

（ｘｚ４ － ｚ４ － ｚ２ ）Ｍ２
Ｌ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ＋ Ａ′（ｘ，ｚ）ＭＬ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ＋ ｘｚ２ － ｚ２ － １ ＝ ０。 （１０）

其中 Ａ′（ｘ，ｚ） ＝ ｘ２ ｚ４ － ２ｘｚ４ ＋ ｘｚ３ ＋ ｚ４ － ２ｘｚ２ － ｚ３ ＋ ２ｚ２ － ｚ ＋ １ 。 最后， 解式 （９） 和式 （１０）
可得定理 ２ 所述结果。

在定理 ２ 中， 若设 ｘ 为 １， 则 ＭＬ，􀭺Ｏ（１，ｚ） 和 ＭＬ，􀭵Ｅ（１，ｚ） 分别与 ＯＥＩＳ［１１］ 中的序列

Ａ０９０３４４ 和 Ａ０９０３４５ 的生成函数一致， 此外， ＭＬ，􀭺Ｏ（１，ｚ） 等于禁止 ＵＬ 步的 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径的

生成函数。 其中： Ｕ ＝ （１，１）； Ｌ ＝ （１，０） 。 Ｃａｌｌａｎ［１２］证明了 ＭＬ，􀭵Ｅ（１，ｚ） 是在第一象限中

从起点 （０，０） 到（ｎ，０） ， 步集为 Ｕ（Ｋ） ＝ （Ｋ，１） 及下降步 Ｄ ＝ （１， － １） 的路径的生成函

数。 其中 Ｋ 为任意正整数。

２　 水平步避免在给定集合 Ａ 的 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径
回 顾 定 义 ３， 记 ℕ 为 非 负 整 数 集 合， 对 于 任 意 Ａ ⊆ ℕ ， ＭＬ，􀭵Ａ（ｘ，ｚ） ＝

∑ ｎ≥０∑ Ｐ∈Ｍｎ，Ｌ，􀭵Ａ
ｘｐｅａｋ（Ｐ） ｚｎ 。 在本节中， 首先给出 ＭＬ，􀭵Ａ（ｘ，ｚ） 的递推关系， 由此可得它的连

分式 （连分式的相关研究可参见文献 ［１３］）， 然后对于 Ａ 的特殊子集， Ｉ 的模 ｋ 同余类

（ｋ，｛ Ｉ｝） 集， 给出 ＭＬ，（ｋ，｛ Ｉ｝） （ｘ，ｚ） 的连分式。
为了描述方便， 做如下规定： 对于任意 ｉ ∈ Ａ ⊆ ℕ ， Ａ ＋ ｉ ＝ ｛ｎ ＋ ｉ ｉ ∈ Ａ｝， Ａ － ｉ ＝

Ｎ ∩ ｛ｎ － ｉ ｎ ∈ Ａ｝ 。 值得一提的是， Ａ － ｛ ｉ｝ 是指将元素 ｉ 从集合 Ａ 中移除， 与 Ａ － ｉ 的
定义不同。

接下来， 讨论 ＭＬ，􀭵Ａ（ｘ，ｚ）。
定理 ３　 对任意 ｎ ∈ ℕ 和 Ａ ⊆ ℕ ， 有 ＭＬ，􀭵Ａ（ｘ，ｚ） ＝ １ ＋ β（０ ∉ Ａ） ｚＭＬ，􀭵Ａ（ｘ，ｚ） ＋

ｘｚ２ ＭＬ，􀭵Ａ（ｘ，ｚ） ＋ ｚ２ （ＭＬ，Ａ －１ （ｘ，ｚ） － １）ＭＬ，􀭵Ａ（ｘ，ｚ） 。 其中： β 是 Ｂｏｏｌｅａｎ 函数， 有 β（ｔｒｕｅ） ＝

１，β（ｆａｌｓｅ） ＝ ０ 。 此外， ＭＬ，􀭵Ａ（ｘ，ｚ） ＝ １
１ － ｚβ（０ ∉ Ａ） － ｚ２ ｘ ＋ ｚ２ － ｚ２ ＭＬ，Ａ －１ （ｘ，ｚ）

。

证明　 对任意 ｎ⁃Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径 Ｐ， 皆有 Ｍ０，Ｌ，􀭵Ａ ＝ ⌀。
先假设 Ｐ ∈ Ｍｎ，Ｌ，􀭵Ａ 且 ｎ ≥ １ 。 由 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径的定义， 可知 Ｐ 不会出现在 ｘ 轴下方，

所以 Ｐ 的第一步可能为上升步 Ｕ 或者水平步 Ｌ。 进一步， 如果 ０ ∉ Ａ ， 则第一步可以为

上升步 Ｕ 或者水平步 Ｌ； 如果 ０ ∈ Ａ ， 则第一步只能为上升步 Ｕ。 因此， 下面根据 Ａ 是

否包含 ０， 可分如下两种情况讨论。
如果 ０ ∉ Ａ ， 则第一步可以为上升步 Ｕ 或者水平步 Ｌ， 当第一步为上升步 Ｕ， 则第

二步是下降步 Ｄ 或者其他， 因此有三种不同情况： Ｐ ＝ ＵＤＰ１ ，Ｐ ＝ ＵＰ２ ＤＰ３ 以及 Ｐ ＝ ＨＰ４

（如图 ５ 所示）。 其中： Ｐ２ ∈ ＭＬ，Ａ －１ 且 Ｐ２ ≠ ⌀； Ｐ１ ，Ｐ３ ，Ｐ４ ∈ ＭＬ，􀭵Ａ。
如果 ０ ∈ Ａ ， 那么第一步只能为上升步 Ｕ， 根据第二步是下降步 Ｄ 或者其他， 有两

·２７３·
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种不同情形： Ｐ ＝ ＵＤＰ１ 和Ｐ ＝ ＵＰ２ ＤＰ３ （如图 ６ 所示）。 其中： Ｐ２ ∈ ＭＬ，Ａ －１ 且Ｐ２ ≠ ⌀； Ｐ１ ，
Ｐ３ ∈ ＭＬ，􀭵Ａ。

因此定理 ３ 成立。

图 5 水平步避免在集合 A 的 Motzkin 路径且 0 A
Fig.5 Motzkin paths avoiding levels in set A with 0 A∈

∈

U D U D
L

图 6 水平步避免在集合 A 的 Motzkin 路径且 0∈A
Fig.6 Motzkin paths avoiding levels in set A with 0∈A

U D U D

特别地， 当 Ａ ＝ ℕ 时， ＭＬ，ℕ （ｘ，ｚ） ＝ Ｃ（ｘ，ｚ） ， 其中 Ｃ（ｘ，ｚ） ＝ ∑ ｎ≥０∑ Ｐ∈Ｄｎ
ｘｐｅａｋ（Ｐ） ｚｎ ；

当 Ａ ＝ ⌀ 时， ＭＬ，⌀ （ ｘ，ｚ） ＝ Ｍ（ ｘ，ｚ） ， 其中 Ｍ（ ｘ，ｚ） ＝ ∑ ｎ≥０ ∑ Ｐ∈Ｍｎ
ｘｐｅａｋ（ Ｐ） ｚｎ 。 由定

理 ３， 可知 Ｍ（ ｘ，ｚ） ＝ １ ＋ ｚＭ（ ｘ，ｚ） ＋ ｘｚ２ Ｍ（ ｘ，ｚ） ＋ ｚ２ （ Ｍ（ ｘ，ｚ） － １） Ｍ（ ｘ，ｚ） ， 整理可
得 ｚ２ Ｍ２ （ ｘ，ｚ） ＋ （ ｘｚ２ － ｚ２ ＋ ｚ － １） Ｍ（ ｘ，ｚ） ＝ ０ ， 解得

Ｍ（ｘ，ｚ） ＝ － （ｘ － １）ｚ２ ＋ ｚ － １ ＋ ｘ２ｚ４ － ２ｘｚ４ ＋ ２ｘｚ３ ＋ ｚ４ － ２ｘｚ２ － ２ｚ３ － ｚ２ － ２ｚ ＋ １
２ｚ２ 。

考虑到 Ａ ⊆ ℕ 为有限集合， 令 ｍ 为 Ａ 的最大整数， 即 ｍ ＝ ｍａｘ Ａ ， 由定理 ３ 可得

ＭＬ，􀭵Ａ（ｘ，ｚ） 的 ｍ ＋ １ 阶连分式为

ＭＬ，􀭵Ａ（ｘ，ｚ） ＝ １

１ － ｚβ（０ ∉ Ａ） － ｚ２ｘ ＋ ｚ２ － ｚ２

⋱

１ － ｚβ（ｍ － １ ∉ Ａ） － ｚ２ｘ ＋ ｚ２ － ｚ２

１ － ｚ２ｘ ＋ ｚ２ － ｚ２Ｍ（ｘ，ｚ）

。

　 　 当 Ａ 为一些特殊集合， 可以给出 ＭＬ，􀭵Ａ（ｘ，ｚ） 的显式表达式。
例 １　 Ａ 是单个元素集合或者两个元素构成的集合。
首先讨论 Ａ 是单个元素构成的集合的情况， Ａ ＝ ｛０｝，Ａ ＝ ｛１｝ 时情况如下： ＭＬ，｛０｝ （ｘ，ｚ） ＝

１
１ － ｘｚ２ － ｚ２ （Ｍ（ｘ，ｚ） － １）

＝ ｘｚ２ － ｚ２ ＋ Ｂ′（ｘ，ｚ） － ｚ － １
２ｚ（ｘｚ２ － ｚ２ － ｚ － １）

＝ １ ＋ ｘｚ２ ＋ ｚ３ ＋ ｚ４（ｘ２ ＋ ｘ ＋ １） ＋

２ｚ５ （２ｘ ＋ １） ＋ ｚ６ （ｘ３ ＋ ３ｘ２ ＋ ６ｘ ＋ ５） ＋ … 。 其中 Ｂ′（ｘ，ｚ） ＝ ｘ２ｚ４ － ２ｘｚ４ ＋ ２ｘｚ３ ＋ ｚ４ － ２ｘｚ２ －
２ｚ３ － ｚ２ － ２ｚ ＋ １ 。 事实上， ＭＬ，｛０｝ （ｘ，ｚ） ＝ ∑ ｎ≥０∑ Ｐ∈Ｒｎ

ｘｐｅａｋ（Ｐ） ｚｎ 。 其中： Ｐ 为 Ｒｉｏｒｄａｎ 路

径， 即没有水平步高度为 ０ 的 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径。 那有

ＭＬ，｛１｝ （ｘ，ｚ） ＝ １

１ － ｘｚ２ － ｚ ＋ ｚ２ － ｚ２

１ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ － ｚ２ Ｍ（ｘ，ｚ）

＝

·３７３·
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－ ｚ２Ｍ（ｘ，ｚ） ＋ ｘｚ２ － ｚ２ － １
（ｘｚ４ － ｚ４ ＋ ｚ３ － ｚ２）Ｍ（ｘ，ｚ） ＋ ｘ２ｚ４ － ２ｘｚ４ ＋ ｘｚ３ ＋ ｚ４ － ２ｘｚ２ － ｚ３ ＋ ｚ２ － ｚ ＋ １

＝

－ － ２ｘ２ｚ４ ＋ ４ｘｚ４ － ｘｚ３ － ２ｚ４ ＋ ４ｘｚ２ ＋ ｚ３ － ｚ２ ＋ ｚ － ２ ＋ Ｂ′（ｘ，ｚ） ｚ
Ｂ′′（ｘ，ｚ） ＝

１ ＋ ｚ ＋ （ｘ ＋ ｚ）ｚ２ ＋ ｚ３（２ｘ ＋ １） ＋ ｚ４（ｘ２ ＋ ４ｘ ＋ １） ＋ ｚ５（３ｘ２ ＋ ６ｘ ＋ ２） ＋ …。
其中 Ｂ′′（ｘ，ｚ） ＝ ２ｘ３ｚ６ － ６ｘ２ｚ６ ＋ ６ｘｚ６ － ２ｚ６ ＋ ４ｘ２ｚ５ － ８ｚ５ｘ － ６ｘ２ｚ４ ＋ １０ｘｚ４ ＋ ４ｚ５ － ８ｘｚ３ － ４ｚ４ ＋
６ｘｚ２ ＋ ２ｚ３ － ４ｚ２ ＋ ４ｚ － ２。

一般地， 当 ｋ ＞ ０， Ａ ＝ ｛ｋ｝ 时， 由定理 ３ 可得

ＭＬ，｛ｋ｝ （ｘ，ｚ） ＝ １
１ － ｚ － ｚ２ ｘ ＋ ｚ２ － ｚ２ ＭＬ，｛ｋ －１｝ （ｘ，ｚ）

。

那么对任意的 ｋ ∈ ℕ ， 类似于 ＭＬ，｛０｝ （ｘ，ｚ） 和 ＭＬ，｛１｝ （ｘ，ｚ） 的讨论方法可以得出 ＭＬ，｛ｋ｝ （ｘ，
ｚ） 的表达式。

接下来讨论 Ａ 是两个元素集合的情况， Ａ ＝ ｛０，１｝ 的情况为

ＭＬ，｛０，１｝ （ｘ，ｚ） ＝ １

１ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ － ｚ２

１ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ － ｚ２ Ｍ（ｘ，ｚ）

＝

－ ｚ２ Ｍ（ｘ，ｚ） ＋ ｘｚ２ － ｚ２ － １
（ｘｚ４ － ｚ４ － ｚ２ ）Ｍ（ｘ，ｚ） ＋ ｘ２ ｚ４ － ２ｘｚ４ ＋ ｚ４ － ２ｘｚ２ ＋ ｚ２ ＋ １

＝

－ － ２ｘ２ ｚ４ ＋ ４ｘｚ４ ＋ ｘｚ３ － ２ｚ４ ＋ ４ｘｚ２ － ｚ３ ＋ Ｂ′（ｘ，ｚ） ｚ － ３ｚ２ － ｚ － ２
２（ｘ３ ｚ６ － ３ｘ２ ｚ６ ＋ ３ｘｚ６ － ３ｘ２ ｚ４ － ｚ６ ＋ ５ｘｚ４ － ２ｚ４ ＋ ３ｘｚ２ － ｚ３ － ２ｚ２ － １

＝

１ ＋ ｘｚ２ ＋ ｘ（ｘ ＋ １） ｚ４ ＋ ｚ５ ＋ （ｘ３ ＋ ３ｘ２ ＋ ｘ ＋ １） ｚ６ ＋ ２（３ｘ ＋ １） ｚ７ ＋ …。
当 Ａ 是有三个或者更多元素的集合时， 可以用类似的方法计算。
接下来讨论水平步避免在 （ｋ，｛ Ｉ｝） （集合） 的 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径。 首先给出 Ｉ 的模 ｋ 同余

类 （ｋ，｛ Ｉ｝） 的定义： 对于任意 ｋ ≥ ２，Ｉ ⊂ ［０，ｋ － １］ ， 其中 ［０，ｋ － １］： ＝ ｛０，１，２，…，ｋ －
１｝ 。 记 Ｉ 的模 ｋ 同余类为 （ｋ，｛Ｉ｝）： ＝ ｛ｎ ∈ ℕ ≡ ｉ（ｍｏｄ ｋ），ｉ ∈ Ｌ｝ 。 在定理３ 中， 令 Ａ ＝
（ｋ， ｛ Ｉ｝） ， 可得 ＭＬ，（ｋ，｛ Ｉ｝） （ｘ，ｚ） 的连分式， 即如下推论 １， 其中 ＭＬ，（ｋ，｛ Ｉ｝） （ｘ，ｚ） ＝

∑ ｎ≥０∑ Ｐ∈Ｍｎ，Ｌ，（ｋ，｛ Ｉ｝）
ｘｐｅａｋ（Ｐ） ｚｎ。

推论 １　 对任意 ｎ ∈ ℕ ， 有

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＭＬ，（ｋ，｛ Ｉ｝） （ｘ，ｚ） ＝
１

１－ ｚβ（０ ∉ Ｉ） － ｚ２ｘ ＋ ｚ２ － ｚ２

１－ ｚβ（１ ∉ Ｉ） － ｚ２ｘ ＋ ｚ２ － ｚ２

⋱
１－ ｚβ（ｋ － １ ∉ Ｉ） － ｚ２ｘ ＋ ｚ２ － ｚ２ＭＬ，（ｋ，｛Ｉ｝）（ｘ，ｚ）

。

　 　 整理上述式子， 可得一个关于 ＭＬ，（ｋ，｛ Ｉ｝） （ｘ，ｚ） 的一元二次方程， 进而有 ＭＬ，（ｋ，｛ Ｉ｝） （ｘ，

ｚ） ＝ ａ（ｘ，ｚ） ＋ ｂ（ｘ，ｚ）
ｃ（ｘ，ｚ） 。 其中： ａ（ｘ，ｚ），ｂ（ｘ，ｚ），ｃ（ｘ，ｚ） ∈ Ｚ［ｘ，ｚ］ ， Ｚ 是整数集合。

特别地， 当 ｋ ＝ ２， Ｉ ＝ ｛０｝ 时， ＭＬ，（２，｛０｝） （ｘ，ｚ） ＝ ＭＬ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ； 当 ｋ ＝ ２， Ｉ ＝ ｛１｝ 时，
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ＭＬ，（２，｛１｝） （ｘ，ｚ） ＝ ＭＬ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） ； 当 ｋ ＝ ３ 时， 分别给出 Ｉ ＝ ｛０｝， Ｉ ＝ ｛１｝ 及 Ｉ ＝ ｛２｝ 时对

应的生成函数。
例 ２　 在同余类 （ｋ，｛ Ｉ｝） 中取 ｋ ＝ ３ ， 对应有 Ｉ ＝ ｛０｝，Ｉ ＝ ｛１｝ 及 Ｉ ＝ ｛２｝ 。 有：

ＭＬ，（３，｛０｝） （ｘ，ｚ） ＝ １

１ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ － ｚ２

１ － ｚ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ － ｚ２

１ － ｚ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ － ｚ２ ＭＬ，（３，｛０｝） （ｘ，ｚ）

，

ＭＬ，（３，｛１｝） （ｘ，ｚ） ＝ １

１ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ － ｚ２

１ － ｚ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ － ｚ２

１ － ｚ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ － ｚ２ ＭＬ，（３，｛１｝） （ｘ，ｚ）

，

ＭＬ，（３，｛２｝） （ｘ，ｚ） ＝ １

１ － ｚ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ － ｚ２

１ － ｚ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ － ｚ２

１ － ｘｚ２ ＋ ｚ２ － ｚ２ ＭＬ，（３，｛２｝） （ｘ，ｚ）

。

整理后可得： Ｄ１ （ｘ，ｚ）Ｍ２
Ｌ，（３，｛０｝） （ｘ，ｚ） ＋ Ｇ１ （ｘ，ｚ）ＭＬ，（３，｛０｝） （ｘ，ｚ） ＋ Ｈ１ （ｘ，ｚ） ＝ ０， Ｄ１ （ｘ，

ｚ）Ｍ２
Ｌ，（３，｛１｝） （ｘ，ｚ） ＋ Ｇ２ （ｘ，ｚ）ＭＬ，（３，｛１｝） （ｘ，ｚ） ＋ Ｈ２ （ｘ，ｚ） ＝ ０， Ｄ２（ｘ，ｚ）Ｍ２

Ｌ，（３，｛２｝） （ｘ，ｚ） ＋ Ｇ１（ｘ，
ｚ）ＭＬ，（３，｛２｝） （ｘ，ｚ） ＋ Ｈ２（ｘ，ｚ） ＝ ０ 。 其中： Ｄ１（ｘ，ｚ） ＝ ｘ２ｚ６ － ２ｘｚ６ ＋ ｘｚ５ ＋ ｚ６ － ２ｘｚ４ － ｚ５ ＋ ｚ４ －
ｚ３ ＋ ｚ２； Ｄ２（ｘ，ｚ） ＝ ｘ２ｚ６ － ２ｘｚ６ ＋ ２ｘｚ５ ＋ ｚ６ － ２ｘｚ４ － ２ｚ５ ＋ ｚ４ － ｚ３ ＋ ｚ２； Ｈ１（ｘ，ｚ） ＝ ｘ２ｚ４ － ２ｘｚ４ ＋
２ｘｚ３ ＋ ｚ４ － ２ｘｚ２ － ２ｚ３ ＋ ２ｚ２ － ２ｚ ＋ １； Ｈ２（ｘ，ｚ） ＝ ｘ２ｚ４ － ２ｘｚ４ ＋ ｘｚ３ ＋ ｚ４ － ２ｘｚ２ － ｚ３ ＋ ｚ２ － ｚ ＋ １。

最后解得： ＭＬ，（３，｛０｝ ） （ ｘ，ｚ） ＝ －
Ｇ１ （ ｘ，ｚ） ＋ Ｆ１ （ ｘ，ｚ）

２Ｄ１ （ ｘ，ｚ） ＝ １ ＋ ｘｚ２ ＋ ｚ３ ＋ （ ｘ２ ＋ ｘ ＋ ｚ） ｚ４ ＋

２ｚ５ （２ｘ ＋ １） ＋ ｚ６ （ｘ３ ＋ ３ｘ２ ＋ ６ｘ ＋ ５） ＋ …， ＭＬ，（３，｛１｝） （ｘ，ｚ） ＝ －
Ｇ２（ｘ，ｚ） ＋ Ｆ１（ｘ，ｚ）

２Ｄ１（ｘ，ｚ） ＝ １ ＋

ｚ ＋ （ｘ ＋ ｚ） ｚ２ ＋ （２ｘ ＋ １） ｚ３ ＋ （ｘ２ ＋ ４ｘ ＋ １） ｚ４ ＋ （３ｘ２ ＋ ６ｘ ＋ ２） ｚ５ ＋ …， ＭＬ，（３，｛２｝） （ｘ，ｚ） ＝

－
Ｇ２（ｘ，ｚ） ＋ Ｆ１（ｘ，ｚ）

２Ｄ１（ｘ，ｚ） ＝ １ ＋ ｚ ＋ （ｘ ＋ ｚ）ｚ２ ＋ ２（ｘ ＋ １）ｚ３ ＋ （ｘ２ ＋ ４ｘ ＋ ４）ｚ４ ＋ （３ｘ２ ＋ １０ｘ ＋

７） ｚ５ ＋ … 。 其中： Ｇ１（ｘ，ｚ） ＝ （ｘ３ － ３ｘ２ ＋ ３ｘ － １）ｚ６ ＋ （２ｘ２ － ４ｘ ＋ ２）ｚ５ ＋ （ － ３ｘ２ ＋ ６ｘ － ３）ｚ４ ＋
（ － ４ｘ ＋ ４）ｚ３ ＋ （３ｘ － ３）ｚ２ ＋ ２ｚ － １； Ｇ２（ｘ，ｚ） ＝ （ｘ３ － ３ｘ２ ＋ ３ｘ － １）ｚ６ ＋ （２ｘ２ － ４ｘ ＋ ２） ｚ５ ＋
（ － ３ｘ２ ＋ ６ｘ － ３） ｚ４ ＋ （ － ４ｘ ＋ ２） ｚ３ ＋ （３ｘ － ３） ｚ２ ＋ ２ｚ － １； Ｆ１ （ｘ，ｚ） ＝ Ｇ１

２ （ｘ，ｚ） － ４Ｄ１ （ｘ，
ｚ）Ｈ１ （ｘ，ｚ） ＝ Ｇ２

２ （ｘ，ｚ） － ４Ｄ１ （ｘ，ｚ）Ｈ２ （ｘ，ｚ） ＝ Ｇ１
２ （ｘ，ｚ） － ４Ｄ２ （ｘ，ｚ）Ｈ２ （ｘ，ｚ）。

３　 水平步和峰分别避免在给定集合 Ａ 和 Ｂ 的 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径
本节将讨论水平步避免在给定集合 Ａ 且峰避免在给定集合 Ｂ 时 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径的计数

问题。
首先给出移位等价的定义： 如果存在非负整数 ｐ 和 ｑ 使得对于所有 ｎ ∈ ℕ （ℕ 为非

负整数集合）， 都有 ａｎ ＋ｐ ＝ ｂｎ ＋ｑ 成立， 则称两个序列 ｛ａｎ｝ ｎ≥０ 与｛ｂｎ｝ ｎ≥０ 是移位等价性的。
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为了本节描述方便， 给出如下符号规定。 对任意集合 Ａ，Ｂ ⊆ ℕ ，ｎ ∈ ℕ ， 令 Ｍ～
ｎ，Ａ，Ｂ

表示所有水平步避免在集合 Ａ 且所有峰避免在集合 Ｂ 的 ｎ⁃Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径集合， 记 ｍ～ ｎ，Ａ，Ｂ： ＝

Ｍ～
ｎ，Ａ，Ｂ ， 序列 ｛ｍ～ ｎ，Ａ，Ｂ｝ ｎ≥０ 的生成函数为 Ｍ～

ｎ，Ａ，Ｂ ＝ ∑ ｎ≥０
ｍ～ ｎ，Ａ，Ｂｚｎ 有如下定理 ４。

定理 ４ 　 对任意集合 Ａ，Ｂ ⊆ ℕ ，ｎ ∈ ℕ ， 且 ０ ∈ Ａ，１ ∉ Ｂ，２ ∈ Ｂ ， 有 ｍ～ ｎ ＋２，Ａ，Ｂ ＝

ｍ～ ｎ，Ａ －１，（Ｂ －｛２｝） －１ 。

证明　 本文构造一个双射 σ：Ｍ～
ｎ ＋２，Ａ，Ｂ → Ｍ～

ｎ，Ａ －１，（Ｂ －｛２｝） －１ 来证明定理 ４。

对任意 （ｎ ＋ ２）⁃Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径， Ｐ１ ∈ Ｍ～
ｎ ＋２，Ａ，Ｂ ， 由于０ ∈ Ａ ， 故第一步必为 Ｕ， 最后一步

必为 Ｄ。 首先， 删除 Ｐ１ 中的第一步 Ｕ 和最后一步 Ｄ， 并将所得路径每一步的高度都降低

１， 得到 Ｐ′１ ， 然后将 Ｐ′１中所有高度为 － １ 的山谷 ＤＵ 替换成高度为 １ 的峰 ＵＤ 得到 Ｐ′１ ′ （如
图 ７ 所示）。 于是， 有 σ（Ｐ１ ） ＝ Ｐ′１ ′ 。 不难验证 Ｐ′１ ′ 中所有水平步都不在集合 Ａ － １ ， 所

有峰都不在集合 （Ｂ － ｛２｝） － １。

图 7 双射 σ:Mn+2,A,B →Mn,A-1,(B-{2})-1

Fig.7 Bijection σ:Mn+2,A,B →Mn,A-1,(B-{2})-1

~ ~
~ ~

反过来， 对任意 ｎ⁃Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径 Ｐ′１ ′ ∈ Ｍ～
ｎ，Ａ －１，（Ｂ －｛２｝） －１ ， 首先将 Ｐ′１ ′中每一个高度为 １

的峰 ＵＤ 替换成高度为 － １ 的山谷 ＤＵ， 可得路径 Ｐ′１ ； 然后将 Ｐ′１中每一步的高度都增加

１， 并在所得路径的开始和结束处分别加上一个向上的步 Ｕ 和一个向下的步 Ｄ （如图 ７
所示）， 从而得到 Ｐ１ ， 因此有 σ（Ｐ′１ ′′） ＝ Ｐ１ 。 不难验证 Ｐ１ 的长度为 ｎ ＋ ２ 。 由于 Ｐ′１ ′中
可能有高度为 １ 的峰， 因此有 ２ ∈ Ｂ。

由定理 ４ 可知， 对任意给定集合 Ａ，Ｂ ⊆ ℕ ，ｎ ∈ ℕ ， 且 ０ ∈ Ａ，１ ∉ Ｂ，２ ∈ Ｂ ， 序列

｛ｍ～ ｎ，Ａ，Ｂ｝ ｎ≥０ 和｛ｍ～ ｎ，Ａ －１，（Ｂ －｛２｝） －１ ｝ ｎ≥０ 是移位等价的。

特别地， 当 Ａ ＝ ｛０｝ 且Ｂ ＝ ⌀ 时， Ｍ～
｛０｝，⌀ ＝ Ｒ ， 即所有 Ｒｉｏｒｄａｎ 路径的集合。 接下来

考虑 Ａ ＝ ｛０｝，Ｂ ＝ ｛１｝ ， 或者 Ａ ＝ ｛０｝，Ｂ ＝ ｛２｝ 的情况。

为了得到 Ｍ～
｛０｝，｛１｝ （ ｚ） 和 Ｍ～

｛０｝，｛２｝ （ ｚ） ， 需要 Ｍ（ ｚ） 和 ＭＰ，｛１｝ （ ｚ） 。 回顾 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径的

生成函数为

Ｍ（ ｚ） ＝ １ － ｚ － １ － ２ｚ － ３ｚ２

２ｚ２ 。 （１１）

而 ＭＰ，｛１｝ （ ｚ） 为峰避免在集合 ｛１｝ 的 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径的生成函数， 类似定理 ３ 的证明过程，
不难 得 到 ＭＰ，｛１｝ （ ｚ） ＝ １ ＋ ｚＭＰ，｛１｝ （ ｚ） ＋ ｚ２ （Ｍ（ ｚ） － １）ＭＰ，｛１｝ （ ｚ） ， 即 有 ＭＰ，｛１｝ ＝

１
１ － ｚ － ｚ２ （Ｍ（ ｚ） － １）

， 进而得
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ＭＰ，｛１｝ （ ｚ） ＝ １ － ｚ ＋ ２ｚ２ － １ － ２ｚ － ３ｚ２

２ｚ２ （ ｚ２ － ｚ ＋ ２）
。 （１２）

可见 ＯＥＩＳ［１１］中 Ａ０８９３７２。

例 ３　 当 Ａ ＝ ｛０｝，Ｂ ＝ ｛１｝ ， 或者 Ａ ＝ ｛０｝，Ｂ ＝ ｛２｝ 时， Ｍ～
Ａ，Ｂ（ｚ） 对应的生成函数为：

Ｍ～
｛０｝｛１｝ （ ｚ） ＝ １ ＋ ｚ ＋ ２ｚ２ － １ － ２ｚ － ３ｚ２

２ｚ（ ｚ３ ＋ ｚ２ ＋ ２ｚ ＋ １）
， Ｍ～

｛０｝，｛２｝ （ ｚ） ＝ ３ － ｚ － １ － ２ｚ － ３ｚ２

２ 。

证明　 本文用两种不同方法证明。

方法一： 首先设 Ａ ＝ ｛０｝，Ｂ ＝ ｛１｝ 。 对任意 ｎ⁃Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径 Ｐ， 有 Ｍ～ ０，｛０｝，｛１｝ ＝ Ｍ～ ０，｛０｝，｛１｝ ＝

⌀ 。 现假设 Ｐ ∈ Ｍ～
ｎ，｛０｝，｛１｝ 且 ｎ ≥ １ 。 因为路径 Ｐ 的水平步避免的集合为 Ａ ＝ ｛０｝ ， 故 Ｐ

的第一步只能为上升步 Ｕ， 则 Ｐ ＝ ＵＰ１ ＤＰ２ （如图 ８ 所示）。 其中： Ｐ２ ∈ Ｍ～
｛０｝，｛１｝ ； Ｐ１ 为

Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径且 Ｐ１ ≠ ⌀ 。 又因为 Ｐ 的峰避免的集合为 Ｂ ＝ ｛１｝ ， 可得 Ｍ～
｛０｝，｛１｝ （ ｚ） ＝ １ ＋

ｚ２ （Ｍ（ ｚ） － １）Ｍ～
｛０｝，｛１｝ （ ｚ）。

现设 Ａ ＝ ｛０｝，Ｂ ＝ ｛２｝ 。 假设 Ｐ ∈ Ｍ～
ｎ，｛０｝，｛２｝ 且 ｎ ≥ １ 。 因为路径 Ｐ 的水平步避免的

集合为 Ａ ＝ ｛０｝ ， 故 Ｐ 第一步只能为上升步 Ｕ， 则 Ｐ ＝ ＵＰ１ＤＰ２ （如图９ 所示）。 其中： Ｐ１ ∈

ＭＰ，｛１｝ ； Ｐ２ ∈ Ｍ～
｛０｝，｛２｝ 。 又因为 Ｐ 的峰避免的集合为 Ｂ ＝ ｛２｝ ， 故 Ｐ１ 的峰避免的集合为

｛１｝， 可得 Ｍ～
｛０｝，｛２｝ （ ｚ） ＝ １ ＋ ｚ２ ＭＰ，｛１｝ Ｍ～

｛０｝，｛２｝ （ ｚ）。

图 8 水平步避免在集合{0}且峰避免在集合{1}
的 Motzkin 路径

Fig.8 Motzkin paths avoiding levels in {0}
and peaks in {1}

图 9 水平步避免在集合{0}且峰避免在集合{2}
的 Motzkin 路径

Fig.9 Motzkin paths avoiding levels in {0}
and peaks in {2}

U DU D

将上述式子整理后， 可得：

Ｍ～
｛０｝，｛１｝ （ ｚ） ＝ １

１ － ｚ２ （Ｍ（ ｚ） － １）
， （１３）

Ｍ～
｛０｝，｛２｝ （ ｚ） ＝ １

１ － ｚ２ ＭＰ，｛１｝
。 （１４）

再将式 （１１） 和式 （１２） 代入式 （１３） 和式 （１４）， 由定理 ４ 可知例 ３ 结果成立。

方法二： 首先设 Ａ ＝ ｛０｝，Ｂ ＝ ｛１｝ 。 对任意 ｎ⁃Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径 Ｐ ∈ Ｍ～
ｎ，｛０｝，｛１｝ ， 因为路

径 Ｐ 的水平步避免的集合为 Ａ ＝ ｛０｝ ， 故 Ｐ 第一步只能为上升步 Ｕ。 假设路径 Ｐ 中间返

回了 ｋ 次 ｘ 轴。 其中： ｋ ≥１ ， 含最后返回点 （ｎ，０） 。 对于任意 ｉ， １ ≤ ｉ ≤ ｋ ， 记第 ｉ 次离

开 ｘ 轴到下一次返回 ｘ 轴为路径 Ｐ′ｉ， 则有 Ｐ ＝ Ｐ′１ Ｐ′２ …Ｐ′ｋ ＝ ＵＰ１ ＤＵＰ２ Ｄ…ＵＰｋＤ 。 其中： Ｐ′

ｉ ＝ ＵＰ ｉＤ ； Ｐｉ 为 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径且 Ｐｉ ≠ ⌀ 。 因为 Ｐ 的峰避免的集合为 Ｂ ＝ ｛１｝ ， 则 Ｐｉ 的

·７７３·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

生成函数为 Ｍ（ ｚ） － １ 。 因此

Ｍ～
｛０｝，｛１｝ （ ｚ） ＝ ∑∞

ｋ ＝ ０
［ ｚ２ （ＭＰ，｛１｝ （ ｚ））］ ｋ ＝ １

１ － ｚ２ ［Ｍ（ ｚ） － １］
。 （１５）

现设 Ａ ＝ ｛０｝，Ｂ ＝ ｛２｝ 。 对任意 ｎ⁃Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径 Ｐ ∈ Ｍ～ ｛０｝，｛２｝ ， 类似于 Ｍ～ ｛０｝，｛１｝的讨论， 有 Ｐ ＝
Ｐ′１ Ｐ′２ …Ｐ′ｋ ＝ ＵＰ１ ＤＵＰ２ Ｄ…ＵＰｋＤ 。 其中： Ｐ′ｉ ＝ ＵＰｉＤ； Ｐｉ ∈ ＭＰ，｛１｝ 。 又因为 Ｐ 的峰不能在集

合 Ｂ ＝ ｛２｝ ， 所以有

Ｍ～
｛０｝，｛２｝ （ ｚ） ＝ ∑∞

ｋ ＝ ０
［ ｚ２ （ＭＰ，｛１｝ （ ｚ））］ ｋ ＝ １

１ － ｚ２ ＭＰ，｛１｝ （ ｚ）
。 （１６）

最后将式 （１１） 和式 （１２） 代入式 （１５） 和式 （１６）， 由定理 ４ 可知例 ３ 结果成立。

４　 结论
本文首先得到了 ＭＰ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） ， ＭＰ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） ， ＭＬ，􀭺Ｏ（ｘ，ｚ） 和 ＭＬ，􀭵Ｅ（ｘ，ｚ） 的显式表达式， 然后给出了

ＭＬ，􀭵Ａ（ｘ，ｚ） 的递推关系， 以及 ＭＬ，􀭵Ａ（ｘ，ｚ） 和ＭＬ，（ｋ，（ Ｉ））（ｘ，ｚ） 的连分式， 最后证明了水平步的高度避

免在给定集合且峰的高度避免在给定集合的 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径的移位等价性。
格路径中关于峰、 谷、 水平步等的高度避免在任意给定集合的研究受到了广泛的关

注。 对于给定的特殊集合或者任意给定的集合， 一方面可研究 Ｄｙｃｋ 路径、 Ｍｏｔｚｋｉｎ 路径、
Ｓｃｈｒöｄｅｒ 路径等路径相关生成函数的解析式、 递推关系、 连分式等； 另一方面针对上述

相关生成函数， 可以进一步研究其系数序列的组合解释、 递推关系、 单峰性、 对数凹凸

性等代数性质。
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