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亚循环群上凯莱图的谱及特征空间

胡烜睿， 陈　 阳

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 基于群扩张的代数学观点， 利用子群和商群的正规凯莱图构造分裂亚循环群上一类非正规的凯

莱图， 进而由邻接矩阵张量积的分析给出此类图的谱及特征空间， 最终将其应用到该图的电阻距离及

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指标的计算。
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０　 引言
图的谱及特征空间是重要的代数不变量， 它们广泛应用于物理学、 概率论和计算机

等领域， 而图论学者一般更加关注具有强对称性的图的谱和特征空间。 Ｌｏｖáｓｚ［１］ 利用群

特征标确定了具有传递自同构群的图的谱。 Ｂａｂａｉ［２］同样地利用群表示理论给出了凯莱图

谱的更简便的公式。 值得一提的是， 凯莱着色图的邻接矩阵是特殊群矩阵的转置， 而它

的特征多项式就是 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ［３ － ４］提出的群行列式。 由此， 能够利用 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 行列式定理

来分析凯莱着色图的谱。 如果凯莱图的生成集是共轭闭的， 即群共轭类的并， 那么称凯

莱图是正规的 （ ｎｏｒｍａｌ）。 许英［５］ 给出了 Ａｂｅｌ 群上凯莱图的谱。 Ｄｉａｃｏｎｉｓ 等［６］ 以及 Ｚｉｅ⁃
ｓｃｈａｎｇ［７］分别利用群的不可约特征标得到了正规凯莱图谱的公式。 Ｇｈａｎｄｅｈａｒｉ 等［８］ 给出
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了正规凯莱图的特征空间。 然而， 目前关于非正规凯莱图的结果很少， 仅仅局限于对特

定群 （如二面体群、 双循环群以及半二面体群） 上的非正规凯莱图谱的研究。 Ｃａｏ 等［９］

给出了二面体群上凯莱图的谱及特征空间， 并将其应用于完美态传递问题。 Ｈｕａｎｇ［１０］ 又

将二面体群上凯莱图的谱及特征空间应用于电阻距离的计算。 Ｙａｎｇ 等［１１］ 给出了双循环

群和半二面体群上凯莱图的谱及特征空间， 并将其应用于随机游走、 电阻距离和 Ｋｉｒｃｈ⁃
ｈｏｆｆ 指标的计算。 Ｒａｊｅｅｖｓａｒａｔｈｙ 等［１２］分析了分裂亚循环群上的一类四度凯莱图的谱。 本

文主要目的是构造分裂亚循环群上的一类非正规凯莱图， 并给出此类图的谱及特征空

间。 最后， 得到了这类图的电阻距离和 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指标的计算公式。

１　 预备知识
首先回顾一些基本定义及相关结论。 令 Ｃ 表示复数域。 着色图 Γ ＝ （Ｖ；ｃ） 是由顶点

集 Ｖ ＝ ｛ｖ１ ，…，ｖｎ｝ 和着色函数 ｃ：Ｖ × Ｖ → Ｃ 组成。 着色函数为图的每条有向边关联一种颜

色， 而无边可以被理解为关联颜色 ０ 的边。 Γ 的邻接矩阵被定义为 Ａ（Γ） ＝ （ａｉｊ） ｎ
ｉ，ｊ ＝ １ ，ａｉｊ

＝ ｃ（ｖｉ，ｖｊ） 。 图 Γ 的谱和特征空间就是指它的邻接矩阵的谱和特征空间。 给定群 Ｇ 和函

数 α：Ｇ → Ｃ ， 凯莱着色图 Γ（Ｇ；α） 的顶点集为 Ｖ（Γ） ＝ Ｇ ， 着色函数为 ｃ（ｇ，ｇ′） ＝
α（ｇ′ｇ －１ ），ｇ，ｇ′ ∈ Ｇ 。 如果 α（ｇ） ∈ ｛０，１｝，∀ｇ ∈ Ｇ 且集 Ｓ ＝ ｛ｇ α（ｇ） ＝ １｝ 生成 Ｇ， 则

Γ 被称为群 Ｇ 的凯莱有向图， 记作 Γ（Ｇ，Ｓ） 。 当 Ｓ 是逆闭的 （即 Ｓ ＝ Ｓ －１ ） 和不含群单位

元时， Γ（Ｇ，Ｓ） 是对称的且不含自环， 这就是通常意义下的凯莱图。 在群论中， 如果群 Ｇ
有短正合列 １ → Ｋ → Ｇ → Ｈ → １ ， 其中 Ｋ 和 Ｈ 都是循环群， 则称 Ｇ 是亚循环群。 若短正

合列是分裂的， 则群 Ｇ 是分裂亚循环群， 即是 Ｋ 和 Ｈ 的半直积 Ｇ ＝ Ｋ Ｈ 。 二面体群、
半二面体群和双循环群都是亚循环群的特例。 本文主要关注分裂亚循环群上的凯莱图。
下面的引理是已知的。

引理 １　 设 Ｘ ＝ （ａｉｊ） ｎ
ｉ，ｊ ＝ １ 和 Ｙ ＝ （ｂｉｊ） ｍ

ｉ，ｊ ＝ １ 均为可对角化的矩阵， 若它们的特征值分别

为 λｉ 和 μｊ， 对应的特征向量分别为 ｕｉ 和 ｗ ｊ， １ ≤ ｉ ≤ ｎ，１ ≤ ｊ ≤ ｍ ， 令 Ｔ ＝ Ｘ ⊗ Ｙ ＝
ａ１１Ｙ ａ１２Ｙ … ａ１ｎＹ
ａ２１Ｙ ａ２２Ｙ … ａ２ｎＹ
︙ ︙ ⋱ ︙

ａｎ１Ｙ ａｎ２Ｙ … ａｎｎＹ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

， 则矩阵 Ｔ 可对角化且它的特征值为 λｉμｊ， 对应的特征向量为

ｕｉ ⊗ ｗ ｊ，１ ≤ ｉ ≤ ｎ，１ ≤ ｊ ≤ ｍ。

引理 ２　 设 Ｃ∈ Ｍｎ ×ｎ（Ｃ） 表示循环矩阵， 即 Ｃ ＝

ｃ０ ｃ１ … ｃｎ －１

ｃｎ －１ ｃ０ … ｃｎ －２

︙ ︙ ⋱ ︙
ｃ１ ｃ２ … ｃ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

， 则 Ｃ 的特征

值为 λｔ ＝ ∑
ｎ －１

ｉ ＝ ０
ｃｉωｉｔ ， 对应的特征向量为 ｕｔ ＝ １

ｎ
（１，ωｔ，ω２ｔ，…，ω（ｎ －１） ｔ） Ｔ 。 其中： ｔ ＝ ０，１，

…，ｎ － １ ； ω 是 ｎ 次本原单位根 ｊ； Ｔ 表示转置。

·４６３·
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推论 １　 设 Ｃｎ 是由 ａ 生成的 ｎ 阶循环群， α 是 Ｃｎ 上的群函数， 则凯莱着色图 Γ（Ｃｎ；

α） 的谱为 λｔ ＝ ∑
ｎ －１

ｉ ＝ ０
α（ａｉ）ωｉｔ ， 对应的特征空间为 ｕｔ ＝ １

ｎ
（１，ωｔ，ω２ｔ，…，ω（ｎ －１） ｔ） Ｔ 。 其中：

ｔ ＝ ０，１，…，ｎ － １； ω 是 ｎ 次本原单位根。

２　 分裂亚循环群上非正规凯莱图的谱及特征空间
将给出分裂亚循环群上一类凯莱图的谱及特征空间， 而此类图包含许多非正规的凯

莱图， 下面是主要结果：
定理 １　 设群 Ｇ 是分裂亚循环群， 即 Ｇ ＝ Ｃｍ Ｃｎ ， 其中 Ｃｍ 和 Ｃｎ 分别是由 ａ 和 ｂ 生

成的 ｍ 阶和 ｎ 阶循环群， 且 Ｇ 上的函数 α 满足 α（ｂｊａｋｂ －ｉ） ＝ α（ｂｊ －ｉａｋ），０ ≤ ｉ，ｊ ＜ ｎ，０ ≤ ｋ ＜

ｍ ， 则凯莱着色图 Γ（Ｇ；α） 的谱为 μｒｔ ＝ ∑
ｎ －１

ｉ ＝ ０
ｗｒｉ

ｎ ∑
ｍ －１

ｊ ＝ ０
α（ｂｉａ ｊ）ωｊｔ

ｍ ， 对应的特征空间为 ｕｒｔ ＝

１
ｎ

（１，ωｒ
ｎ，…，ωｒ（ｎ －１）

ｎ ） 􀱋 １
ｍ

（１，ωｔ
ｍ，…，ωｔ（ｍ －１）

ｍ ） 。 其中： ０ ≤ ｒ ＜ ｎ，０ ≤ ｔ ＜ ｍ ； 且 ωｎ 和 ωｍ

分别是 ｎ 次和 ｍ 次本原单位根。
证明　 将凯莱着色图 Γ（Ｇ；α） 的点集排列如下： ｅ，ａ，…，ａｍ －１ ； ｂ，ｂａ，…，ｂａｍ －１ ；…；

ｂｎ －１ ，ｂｎ －１ ａ，…，ｂｎ －１ ａｍ －１ 。 则邻接矩阵是一个分块矩阵

Ａ（Γ（Ｇ；α）） ＝

Ａ（Γ（Ｃｍ；β００）） Ａ（Γ（Ｃｍ；β０１）） … Ａ（Γ（Ｃｍ；β０，ｎ －１））
Ａ（Γ（Ｃｍ；β１０）） Ａ（Γ（Ｃｍ；β１１）） … Ａ（Γ（Ｃｍ；β１，ｎ －１））

︙ ︙ ⋱ ︙
Ａ（Γ（Ｃｍ；βｎ －１，０）） Ａ（Γ（Ｃｍ；βｎ －１，１）） … Ａ（Γ（Ｃｍ；βｎ －１，ｎ －１））

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

。

其中： βｉｊ（ａｋ） ＝ α（ｂ ｊａｋｂ －ｉ）， ｉ，ｊ ＝ ０，１，…，ｎ － １ ； 而 Ａ（Γ（Ｃｍ；βｉｊ）） 表示点集 ｂｉ，ｂｉａ，…，
ｂｉａｍ －１ 和点集 ｂ ｊ，ｂ ｊａ，…，ｂ ｊａｍ －１ 的邻接关系。 对于任意 ０ ≤ ｋ ＜ ｍ ， 有 βｉｊ（ａｋ） ＝ α（ｂ ｊａｋｂ －ｉ）

＝ α（ｂ ｊ －ｉａｋ） ＝ β０，ｊ －ｉ（ａｋ） 。 这说明邻接矩阵是块循环矩阵， 即 Ａ（Γ（Ｇ；α）） ＝ ∑
ｎ －１

ｉ ＝ ０
Ｐｉ ⊗

Ａ（Γ（Ｃｍ；β０ｉ）） 。 其中 Ｐ ＝

０ １ ０ … ０
０ ０ １ … ０
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
０ ０ … ０ １
１ ０ ０ … ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ｎ ×ｎ

。

令 Ｑｘ ＝

１ １ １ … １
１ ωｘ ω２

ｘ … ωｘ －１
ｘ

１ ω２
ｘ ω４

ｘ … ω２（ｘ －１）
ｘ

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
１ ωｘ －１

ｘ ω２（ｘ －１）
ｘ … ω（ｘ －１）（ｘ －１）

ｘ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

∈ Ｍｘ ×ｘ（Ｃ） 。 其中： ωｘ 是 ｘ 次本原单位

·５６３·
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根。 由引理 １ 和推论 １ 有 （Ｑｎ ⊗ Ｑｍ） －１Ａ（Γ（Ｇ；α））（Ｑｎ ⊗ Ｑｍ） ＝ ∑
ｎ －１

ｉ ＝ ０
（Ｑ －１

ｎ ＰｉＱｎ ⊗

Ｑ －１
ｍ Ａ（Γ（Ｃｍ；β０ｉ））Ｑｍ） ＝ ∑

ｎ －１

ｉ ＝ ０
Λ（１，ωｉ

ｎ，ω２ｉ
ｎ ，…，ω（ｎ －１） ｉ

ｎ ） ⊗Λ（λ０ ，λ１ ，…，λｍ －１ ） 。 其中： λｔ ＝

∑
ｍ －１

ｊ ＝ ０
β０ｉ（ａ ｊ）ωｊｔ

ｍ， ｔ ＝ ０，…，ｍ － １ 。 所以 Γ（Ｇ；α） 的谱为 Ｍｒｔ ＝ ∑
ｎ －１

ｉ ＝ ０
ωｒｉ

ｎ λｔ ， 且对应的特征空

间为 Ｕｒｔ ＝ １
ｎ

（１，ωｒ
ｎ，…，ωｒ（ｎ －１）

ｎ ） ⊗ １
ｍ

（１，ωｔ
ｍ，…，ωｔ（ｍ －１）

ｍ ） 。 其中： ０ ≤ ｒ ＜ ｎ； ０ ≤ ｔ ＜ ｍ；

且 ωｎ 和 ωｍ 分别是 ｎ 次和 ｍ 次本原单位根。
推论 ２　 设群 Ｇ 是分裂亚循环群， 即 Ｇ ＝ Ｃｍ Ｃｎ 。 其中 Ｃｍ 和 Ｃｎ 分别是由 ａ 和 ｂ 生

成的 ｍ 阶和 ｎ 阶循环群。 令 Ｓ ＝ Ｓ０ ∪ ｂＳ１ ∪ … ∪ ｂｎ －１ Ｓｎ －１ ，Ｓｉ ⊆ Ｃｍ，ｂＳｉｂ －１ ⊆ Ｓｉ，ｉ ＝ ０，…，

ｎ － １ ， 且 Ｓ 生成 Ｇ， 则凯莱有向图 Γ（Ｇ，Ｓ） 的谱为 μｒｔ ＝ ∑
ｎ －１

ｉ ＝ ０
（ωｒｉ

ｎ ∑
ａ ｊ∈Ｓ ｉ

ωｊｔ
ｍ） ， 对应的特征空

间为 ｕｒｔ ＝ １
ｎ

（１，ωｒ
ｎ，…，ωｒ（ｎ －１）

ｎ ） ⊗ １
ｍ

（１，ωｔ
ｍ，…，ωｔ（ｍ －１）

ｍ ） 。 其中： ０ ≤ ｒ ＜ ｎ； ０ ≤ ｔ ＜ ｍ；

且 ωｎ 和 ωｍ 分别是 ｎ 次和 ｍ 次本原单位根。

证明　 凯莱有向图 Γ（Ｇ，Ｓ） 的群函数为 α（ｇ） ＝ １，ｇ ∈ Ｓ，
０，ｇ ∉ Ｓ。{ 因为 ｂＳｉｂ －１ ⊆ Ｓｉ，ｉ ＝ ０，

…，ｎ － １ ， 所以 α（ｂ ｊａｋｂ －ｉ） ＝ α（ｂ ｊ －ｉｂｉａｋｂ －ｉ） ＝ α（ｂ ｊ －ｉａｋ），０ ≤ ｉ，ｊ ＜ ｎ，０ ≤ ｋ ＜ ｍ 。 故命

题得证。
注意， 利用推论２ 可以得到许多非正规凯莱图的谱和特征空间。 例如， 假设 Ｇ ＝ Ｄ６ ＝

Ｃ３ Ｃ２ ＝ ＜ ｔ ＞ ＜ ｓ ＞ ， Ｓ ＝ ｛ ｔ，ｔ －１ ，ｓ｝ ， 则凯莱有向图 Γ（Ｇ，Ｓ） 满足推论 ２ 的条件， 但

Ｓ 不是共轭闭的， 即 Γ（Ｇ，Ｓ） 是非正规的凯莱图。

３　 电阻距离及 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指标的计算
在这一节中， 仅考虑单连通图 Γ（Ｖ，Ｅ） ， 其中 Ｖ ＝ ｛ｖ１ ，…，ｖｎ｝ 是点集和 Ｅ 是边集。

而 Γ（Ｖ，Ｅ） 的邻接矩阵为 Ａ ＝ （ａｉｊ） ｎ
ｉ，ｊ ＝ １ ， 其中 ａｉｊ ＝

１，　 ｖｉ 与 ｖｊ 相邻，
０，　 否则。{ 令 Ｄ 是 Γ 的点度

对角矩阵， 则 Γ 的拉普拉斯矩阵 Ｌ 被定义为 Ｄ － Ａ 。 如果将 Γ 中的边看成单位电阻， 那

么图中任意两点的等效电阻被定义为这两点的电阻距离。 自从 １９９３ 年 Ｋｌｅｉｎ 等［１３］明确指

出电阻距离是图上的距离函数以来， 它就成为图论领域的一个重要研究对象。 而 Ｋｉｒｃｈ⁃
ｈｏｆｆ 指标被定义为图中所有两点间电阻距离的和， 它是基于电阻距离定义的化学分子拓扑

指标。 用 μ０ ≤ μ１ ≤ … ≤ μｎ －１ 表示 Ｌ 的特征值， ｕ０，…，ｕｎ －１ 表示对应的标准正交特征向量，
且令 ｕｋ ＝ （ｕｋ１，ｕｋ２，…，ｕｋｎ） Ｔ 。 图 Γ（Ｖ，Ｅ） 连通当且仅当 μ０ ＝ ０ 且 μｋ ＞ ０，ｋ ＞ １ 。 Ｋｌｅｉｎ［１４］

利用拉普拉斯矩阵的特征值和特征向量给出了电阻距离和 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指标的计算公式。

引理 ３　 单连通图 Γ（Ｖ，Ｅ） 中两点 ｖｉ 和 ｖｊ 的电阻距离为 Ｒ（ｖｉ，ｖｊ） ＝ ∑
Ｖ －１

ｋ ＝１

１
μｋ

ｕｋｉ － ｕｋｊ
２ 。
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

其中 · 表示复数的模。

引理 ４　 单连通图 Γ（Ｖ，Ｅ） 的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指标为 Ｋｆ（Γ（Ｖ，Ｅ）） ＝ Ｖ ∑
Ｖ －１

ｋ ＝ １

１
μｋ

。 特别地，

若图 Γ（Ｖ，Ｅ） 为 ｋ⁃正则图， 且其邻接矩阵的特征值为 λ０ ≥ λ１ ≥ … ≥ λｎ －１ ， 对应的特征

向量为 ｕ０ ，ｕ１ ，…，ｕｎ －１ ， 那么其拉普拉斯矩阵的特征值为 ０ ＝ ｋ － λ０ ≤ ｋ － λ１ ≤ … ≤ ｋ －
λｎ －１ ， 对应的特征向量仍为 ｕ０ ，ｕ１ ，…，ｕｎ －１ 。 利用推论 ２、 引理 ３ 和引理 ４， 很容易计算

分裂亚循环群上此类凯莱图中任意两点的电阻距离及 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指标。
定理 ２　 设群 Ｇ 是分裂亚循环群， 即 Ｇ ＝ Ｃｍ Ｃｎ 。 其中 Ｃｍ 和 Ｃｎ 分别是由 ａ 和 ｂ 生

成的 ｍ 阶和 ｎ 阶循环群。 令 Ｓ ＝ Ｓ０ ∪ ｂＳ１ ∪ … ∪ ｂｎ －１ Ｓｎ －１ ，Ｓ ＝ Ｓ －１ ，Ｓｉ ⊆ Ｃｍ，ｂＳｉｂ －１ ⊆ Ｓｉ，
ｉ ＝ ０，…，ｎ － １ ， 且 Ｓ 不含群单位元并生成 Ｇ。 那么凯莱图 Γ（Ｇ，Ｓ） 中两点 ｂｉａ ｊ 与 ｂｉ′ａ ｊ′的

电阻距离为 Ｒ（ｂｉａ ｊ，ｂｉ′ａ ｊ′） ＝ ∑
０≤ｒ ＜ ｎ
０≤ｔ ＜ ｍ

（ ｒ，ｔ）≠（０，０）

１

ｍｎ（ Ｓ － ∑
ｎ －１

ｉ ＝ ０
（ωｒｉ

ｎ ∑
ａ ｊ∈Ｓ ｉ

ωｊｔ
ｍ））

· ωｒｉ
ｎ ωｔｊ

ｍ － ωｒｉ′
ｎ ωｔｊ′

ｍ
２ ，

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 指数为 Ｋｆ（Γ（Ｇ，Ｓ）） ＝ ｍｎ ∑
０≤ｒ ＜ ｎ
０≤ｔ ＜ ｍ

（ ｒ，ｔ）≠（０，０）

１

（ Ｓ － ∑
ｎ －１

ｉ ＝ ０
（ωｒｉ

ｎ ∑
ａ ｊ∈Ｓ ｉ

ωｊｔ
ｍ））

。
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