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两层时滞网络的混合控制同步策略

卢佳华， 宾红华

（集美大学理学院 ， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 研究具有时滞的两层网络的层间同步问题。 针对该模型， 分别提出混合脉冲控制和混合自适应

控制 ２ 种不同的混合控制策略。 通过构造李雅普诺夫函数和运用不等式技巧， 得到具有时滞动态节点的两层

网络同步的充分条件， 改进已有的两层网络同步的研究。 最后， 给出了数值模拟来验证所得结论的正确性。
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０　 引言
一般来说， 网络中节点之间的交互作用可以通过外部连续和不连续的控制或耦合关系来实现同

步［１ － ８］ 。 与连续控制相比， 不连续控制在一定程度上节省了时间和金钱， 在实践应用中更为广泛， 如

牵制控制［９］ 、 事件触发控制［１０］ 、 采样数据控制［１１］ 、 脉冲控制［１２ － １３］ 、 自适应控制［１４ － １５］ 等。 近年来，
有学者对复杂网络的同步控制方法进行了研究， 他们不仅研究单一控制器， 还研究了混合控制器来实

现网络的同步， 如混合脉冲控制下时变时滞复值神经网络的指数同步问题［１６］ 。
在现实生活中， 大多数网络都不是单层网络， 而是之间有相互联系的多层网络， 比如交通网与互

联网、 生活中的人际关系网、 微信朋友圈之间的网络等。 在很多研究中， 学者们提出了符合实际特点

的多层复杂网络模型［１７］ ， 其中包括两层网络模型［８，１５，１８］ 。 多层网络同步可分为层内同步和层间同步，
文献 ［１８］ 探索了层内不同拓扑， 以及层间、 层内和层间不同内部耦合模式的两层网络中的层内同
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步。 层间同步又称为外部同步， 即驱动网络与响应网络之间的同步。 外部同步越来越受到科学与工程

各个领域学者的关注。 文献 ［１９］ 利用脉冲控制方法研究了具有耦合延迟和节点延迟的复杂网络的

外部同步问题， 得到了外部同步的一些充分条件。 众所周知， 层间的相互作用使得层间同步比层内同

步更为复杂， 因此， 层间同步的研究具有挑战性。 通过查阅文献发现， 单层网络在脉冲控制下已经被

学者们广泛研究。 文献 ［２０］ 研究了混合脉冲控制下的神经网络同步问题。 近年来， 两层网络作为
一种特殊的多层网络应用广泛， 如社会沟通、 互联网等引起了很多研究人员的关注［２１ － ２２］ 。 文献
［２１］ 研究了基于变量替代控制的两层网络层间同步问题。 文献 ［２２］ 研究了具有多链路和时延的两

层非线性耦合多路网络的簇同步问题。 然而， 对于具有时滞动态节点的双层网络的混合控制问题很少

有人关注。 因此， 本文采用混合脉冲控制和混合自适应控制的方法研究了两层时滞网络的同步问题。

１　 模型描述及预备知识
考虑如下具有时滞的驱动层网络

ｘ·ｊ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ ｊ（ ｔ），ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋΓ（ｘｋ（ ｔ）），ｔ ≥ ｔ０ ≥ ０，

ｘ ｊ（ ｔ０ ＋ ｓ） ＝ φｊ（ ｓ），ｓ ∈ ［ － τ，０］。
{ （１）

其中： ｊ ＝ １，２，…，Ｎ； ｘ ｊ（ ｔ） ∈ Ｒｎ 是第 ｊ 个节点的状态向量， 其范数定义为 ２⁃范数 （下同）； ｆ（·） ∈
Ｒｎ 是连续函数， 第 ｊ 个节点自身的动力学行为； ｃ ＞ ０ 是耦合强度； 正定矩阵 Γ ＝ ｄｉａｇ（γ１ ，γ２ ，…，γｎ）
表示内耦合矩阵。 矩阵 Ａ ＝ （ａ ｊｋ） Ｎ×Ｎ 是外耦合矩阵， 反映了网络的拓扑结构， 如果节点 ｋ 和节点

ｊ（ｋ ≠ ｊ） 有连接， 那么 ａ ｊｋ ＝ １ ， 否则， ａｊｋ ＝ ０ 。 矩阵Ａ 的对角元素满足 ａｊｊ ＝ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｊ
ａｊｋ， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ。

φ（ ｔ） ＝ （φ１ （ ｔ），φ２ （ ｔ），…，φｎ（ ｔ）） Ｔ ， φ（ ｔ） ∈ ＰＣ（［ － τ，０］，Ｒｎ） 代表分段右连续函数集。 φ（ ｔ）：［ － τ，
０］ → Ｒｎ 的范数定义为 ‖φ‖τ ＝ ｓｕｐ

－τ≤ｓ≤０
‖φ（ ｓ）‖。

为了得到两层时滞网络同步的结论， 将具有时滞的复杂网络

ｙ·ｊ（ ｔ） ＝ ｆ（ｙ ｊ（ ｔ），ｙ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋΓ（ｙｋ（ ｔ）） ＋ ｕ（ｘ ｊ（ ｔ），ｙ ｊ（ ｔ）），ｔ ≥ ｔ０ ≥ ０，

ｙ ｊ（ ｔ０ ＋ ｓ） ＝ φｊ（ ｓ），ｓ ∈ ［ － τ，０］
{ （２）

作为响应层网络， 其中 ｕ（ｘ ｊ（ ｔ），ｙ ｊ（ ｔ）） ∈ Ｒｎ 是第 ｊ 个节点的控制器。
接下来设计一个混合的脉冲控制器

ｕ（ｘ ｊ（ ｔ），ｙ ｊ（ ｔ）） ＝
∑

＋∞

ｉ ＝ １
δ（ ｔ － ｔｉ）（ｙｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ））Ｋ ｊｉ ＋ ｄ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ） － ｙ ｊ（ ｔ）），１ ≤ ｊ ≤ ｌ，

ｄ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ） － ｙ ｊ（ ｔ）），ｌ ＋ １ ≤ ｊ ≤ Ｎ。
{ （３）

其中： ∑
＋∞

ｉ ＝ １
δ（ ｔ － ｔｉ）（ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ））Ｋ ｊｉ 表示脉冲控制器， ｉ ＝ １，２，３，…； Ｋ ｊｉ表示在脉冲时刻 ｔｉ 的跳跃参

数， 满足 ０ ≤ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ ｔ２ … ＜ ｔｉ ＜ … ， 且 ｌｉｍ
ｉ→＋∞

（ｔｉ） ＝ ＋∞ ； δ（·） 表示狄拉克 δ 函数， 满足 δ（ｔ － ｈ） ＝

０（ ｔ ≠ ｈ） ， ∫＋∞

－∞
δ（ ｔ － ｈ）ｄｔ ＝ １ ； ｄ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ） － ｙ ｊ（ ｔ）） 表示状态控制输入， 且 ｄ ｊ ＞ ０ 表示牵制控制第 ｊ 个

节点。 故响应层网络 （２） 可以改写为

ｙ·ｊ（ ｔ） ＝ ｆ（ｙ ｊ（ ｔ），ｙ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋΓｙｋ（ ｔ） ＋ ｄ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ） － ｙ ｊ（ ｔ）），ｔ ≠ ｔｉ，

△ｙ ｊ（ ｔｉ） ＝ ｙ ｊ（ ｔｉ） － ｙ ｊ（ ｔ －
ｉ ） ＝ Ｋ ｊｉ（ｙ ｊ（ ｔ －

ｉ ） － ｘ ｊ（ ｔ －
ｉ ）），ｔ ＝ ｔｉ，１ ≤ ｊ ≤ ｌ，

ｙ·ｊ（ ｔ） ＝ ｆ（ｙ ｊ（ ｔ），ｙ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋΓｙｋ（ ｔ） ＋ ｄ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ） － ｙ ｊ（ ｔ）），ｌ ＋ １ ≤ ｊ ≤ Ｎ，

ｙ ｊ（ ｔ０ ＋ ｓ） ＝ ψ ｊ（ ｓ），ｔ ≥ ｔ０ ≥ ０，ｓ ∈ ［ － τ，０］。

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（４）

·０８１·
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　 　 令 ｅｊ（ ｔ） ＝ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ， 则误差系统为

ｅ·ｊ（ ｔ） ＝ ｆ（ｅｊ（ ｔ），ｅｊ（ ｔ － τ）） ＋ ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋΓｅｋ（ ｔ） － ｄ ｊｅｊ（ ｔ），ｔ ≠ ｔｉ，

△ｅｊ（ ｔｉ） ＝ ｅｊ（ ｔｉ） － ｅｊ（ ｔ －
ｉ ） ＝ Ｋ ｊｉｅｊ（ ｔ －

ｉ ），ｔ ＝ ｔｉ，１ ≤ ｊ ≤ ｌ，

ｅ·ｊ（ ｔ） ＝ ｆ（ｅｊ（ ｔ），ｅｊ（ ｔ － τ）） ＋ ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋΓｅｋ（ ｔ） － ｄ ｊｅｊ（ ｔ），ｌ ＋ １ ≤ ｊ ≤ Ｎ，ｔ ≥ ｔ０ ≥ ０，

ｅｊ（ ｔ０ ＋ ｓ） ＝ ψ ｊ（ ｓ） － φｊ（ ｓ），ｓ ∈ ［ － τ，０］。

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（５）

其中， ｆ（ｅｊ（ ｔ），ｅｊ（ ｔ － τ）） ＝ ｆ（ｙ ｊ（ ｔ），ｙ ｊ（ ｔ － τ）） － ｆ（ｘ ｊ（ ｔ），ｘ ｊ（ ｔ － τ））。
为了研究同步问题， 首先需要引入以下定义、 假设和引理。
定义 １　 对于具有时滞的两层网络， 若 ｌｉｍ

ｔ→ ＋∞
‖ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）‖ ＝ ０ ， 则称此两层网络达到同步。

假设 １［２３］ 　 对于∀ｘ ｊ ，ｙ ｊ，ｘ ｊ（ ｔ － τ）， ｙ ｊ（ ｔ － τ） ∈ Ｒｎ ， ｘ ｊ（ ｔ） ≠ ｙ ｊ（ ｔ） ， ｘ ｊ（ ｔ － τ） ≠ ｙ ｊ（ ｔ － τ） ， ｊ ＝
１，２，…，Ｎ ， 存在非负常数 ρ ｊ， 使得 ｆ（ｙ ｊ（ ｔ），ｙ ｊ（ ｔ － τ）） － ｆ（ｘ ｊ（ ｔ），ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ≤ ρ ｊ（ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ＋

ｙ ｊ（ ｔ － τ） － ｘ ｊ（ ｔ － τ） ） ， 其中 ｊ ＝ １，２，…，Ｎ。

引理 １［２４］ 　 对于任意两个 ｎ 维实向量 ｘ 和 ｙ， 则有不等式 ｘＴｙ ＋ ｙＴｘ ≤ ｘＴｘ ＋ ｙＴｙ 成立。
引理 ２［２５］ 　 对于 －∞ ＜ ｔ０ ＜ ｂ ≤＋∞ ， 假设 ｖｊ（ｔ） ∈ Ｃ（［ｔ０ ，ｂ］） ， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ ， 满足积分不等式

ｖｊ（ ｔ） ＝ ｅ －Ｇ ｊ（ ｔ －ｔ０） ｖｊ（ ｔ０ ） ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｅ －Ｇ ｊ（ ｔ －ｔ０） ［∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｇ
～

ｊｋｖｋ（ ｓ） ＋ Ｇ
—

ｊｖｊ（ ｓ － τ）］ｄｓ，ｔ ∈ ［ ｔ０ ，ｂ］，

ｖｊ（ ｔ０ ＋ ｓ） ＝ θ ｊ（ ｓ），ｓ ∈ ［ － τ，０］。
{

其中： τ ＞ ０； θ（ｔ） ＝ （θ１ （ｔ），…，θＮ（ｔ））Ｔ ∈ ＰＣ ； ‖θ‖τ ＜ ＋∞ ； Ｇｊ、 Ｇ
～

ｊｋ、 Ｇ
—

ｊ 都是正数， ｊ，ｋ ＝ １，２，…，

Ｎ 。 若 Ｇｊ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｇ
～

ｊｋ － Ｇ
—

ｊ ＞ ０ ， ｖｊ（ｔ） ≤ Ｍ‖θ‖２
τ ， ｔ ∈ ［ｔ０ － τ，ｔ０ ］ ， 则 ｖｊ（ｔ） ≤ Ｍ‖θ‖２

τ ， ｔ ∈ （ｔ０ ，ｂ）。

注 １　 已经有一些关于多层网络间同步的研究成果， 文献［８，１５，１８］考虑的是无时滞的两层网络

同步问题， 其中文献 ［８］ 考虑的是一种基于固定时间同步的两层混合耦合网络安全通信方案。 考虑

到网络在某些情况下可能会发生瞬时扰动或突变， 可以采用混合控制策略将其控制到同步状态。 本文

设计了两种不同的混合控制方法， 得到两层时滞网络的同步准则。

２　 主要结果及其证明
２􀆰 １　 混合脉冲同步

本节讨论具有时滞的两层网络 （１） 和 （２） 在混合脉冲控制下的同步问题。
定理 １　 假设 ｆ（·） 满足假设 １， 那么带有时滞的两层网络 （１） 和 （２） 可以达到同步。 若存在

正常数 μ， 使得

２ｄ ｊ － μ － ３ρ ｊ － ρ ｊｅμτ ＞ ０，１ ≤ ｊ ≤ Ｎ。 （６）
其中： λｍａｘ（Γ） ＝ ｍａｘ｛γ１ ，γ１ ，…，γＮ｝ ， 且存在正常数 αｉ ≥ １ ， ｉ ＝ １，２，… ， ０ ≤ β ＜ μ ， 使得

（１ ＋ Ｋ ｊｉ） ２ ≤ αｉ ≤ ｅ（β（ ｔｉ －ｔｉ－１）） ，１ ≤ ｊ ≤ ｌ。 （７）
　 　 证明　 考虑李雅普诺夫函数

Ｖ ｊ（ ｔ） ＝ ｅμｔｅＴ
ｊ （ ｔ）ｅｊ（ ｔ）。 （８）

对于 １ ≤ ｊ ≤ ｌ ， ｔ ≠ ｔｉ ， Ｖｊ（ｔ） 沿着误差系统 （５） 的解轨线对时间求 Ｄｉｎｉ 导数， 并根据假设 １， 有

Ｄ ＋ Ｖ ｊ（ ｔ） ＝ μＶ ｊ（ ｔ） ＋ ｅμｔｅ·Ｔ
ｊ ｅ（ ｔ） ＋ ｅμｔｅ（ ｔ） Ｔ（ ｔ）ｅ·ｊ（ ｔ） ＝ μＶ ｊ（ ｔ） ＋ ｅμｔ［ ｆＴ（ｅｊ（ ｔ），ｅｊ（ ｔ － τ）） ＋

ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋｅｋ

Ｔ（ ｔ）Γ － ｄ ｊｅ ｊ
Ｔ（ ｔ）］ｅｊ（ ｔ） ＋ ｅμｔｅＴ

ｊ （ ｔ）［ ｆ（ｅｊ（ ｔ），ｅｊ（ ｔ － τ）） ＋ ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋΓｅｋ（ ｔ） －

·１８１·
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ｄ ｊｅｊ（ ｔ）］ ≤ μＶ ｊ（ ｔ） ＋ ρ ｊｅμｔｅＴ
ｊ （ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ρ ｊｅμｔｅＴ

ｊ （ ｔ － τ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋｅμｔｅＴ

ｋ （ ｔ）Γｅｊ（ ｔ） －

ｄ ｊｅμｔｅＴ
ｊ （ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ρ ｊｅμｔｅＴ

ｊ （ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ρ ｊｅμｔｅ ｊ
Ｔ（ ｔ）ｅｊ（ ｔ － τ） ＋ ｃ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋｅμｔｅＴ

ｊ （ ｔ）Γｅｋ（ ｔ） －

ｄ ｊｅμｔｅ ｊ
Ｔ（ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＝ （μ ＋ ２ρ ｊ － ２ｄ ｊ）Ｖ ｊ（ ｔ） ＋ ρ ｊｅμｔ［ｅＴ

ｊ （ ｔ － τ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ｅＴ
ｊ （ ｔ）ｅｊ（ ｔ － τ）］ ＋

ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋｅμｔ［ｅＴ

ｋ （ ｔ）Γｅｊ（ ｔ） ＋ ｅＴ
ｊ （ ｔ）Γｅｋ（ ｔ）］。

由引理 １ 得

Ｄ ＋ Ｖ ｊ（ ｔ） ≤ （μ ＋ ２ρ ｊ － ２ｄ ｊ）Ｖ ｊ（ ｔ） ＋ ρ ｊｅμｔ［ｅ ｊ
Ｔ（ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ｅ ｊ

Ｔ（ ｔ － τ）ｅｊ（ ｔ － τ）］ ＋

ｃλｍａｘ（Γ）∑
Ｎ

ｋ ＝１
ａｊｋｅμｔ［ｅｊ

Ｔ（ｔ）ｅｊ（ｔ） ＋ ｅｋ
Ｔ（ｔ）ｅｋ（ｔ）］ ＝ ［μ ＋ ３ρｊ － ２ｄｊ ＋ ∑

Ｎ

ｋ ＝１
ｃλｍａｘ（Γ）ａｊｋ］Ｖｊ（ｔ） ＋

∑
Ｎ

ｋ ＝１
ｃλｍａｘ（Γ）ａｊｋＶｋ（ｔ） ＋ ρｊｅμτＶｊ（ｔ － τ） ＝ （μ ＋ ３ρｊ － ２ｄｊ）Ｖｊ（ｔ） ＋ ∑

Ｎ

ｋ ＝１
ｃλｍａｘ（Γ）ａｊｋＶｋ（ｔ） ＋

ρ ｊｅμτＶ ｊ（ ｔ － τ） ＝ － Ｇ ｊＶ ｊ（ ｔ） ＋ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｇ
～

ｊｋＶｋ（ ｔ） ＋ Ｇ
—

ｊＶ ｊ（ ｔ － τ） ，

其中： Ｇ ｊ ＝ ２ｄ ｊ － μ － ３ρ ｊ ； Ｇ
～

ｊｋ ＝ ｃλｍａｘ（Γ）ａ ｊｋ ； Ｇ
—

ｊ ＝ ρ ｊｅμτ 。 那么， 可以得到

Ｖ ｊ（ ｔ） ≤ ｅ －Ｇ ｊ（ ｔ －ｔ０） Ｖ ｊ（ ｔ０ ） ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｅ －Ｇ ｊ（ ｔ －ｔ０） ［∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｇ
～

ｊｋＶｋ（ ｓ） ＋ Ｇ
—

ｊＶ ｊ（ ｓ － τ）］ｄｓ。 （９）

初始条件为 Ｖ ｊ（ ｔ０ ＋ ｓ） ＝ θ ｊ（ ｓ） ＝ ψ ｊ（ ｓ） － φｊ（ ｓ） ， ｓ ∈ ［ － τ，０］ 。
对于 ｔ ∈ ［ ｔ０ － τ，ｔ０ ］ ， 可以得到

Ｖ ｊ（ ｔ） ＝ ｅμｔｅ ｊ
Ｔ（ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ≤ ｅμｔ０ ｜ ψ ｊ（ ｓ） － φｊ（ ｓ） ｜ ２ ≤ ｅμｔ０ ‖θ ｊ‖２

τ ≤ ｅμｔ０ ‖θ‖２
τ。 （１０）

根据式 （９）、 式 （１０） 和引理 ２ 得， 对于 ｔ ∈ （ ｔ０ ，ｔ１ ） ， 有

Ｖ ｊ（ ｔ） ≤ ｅμｔ０ ‖θ‖２
τ，ｊ ＝ １，２，…，ｌ。 （１１）

　 　 接下来只需证明： 对于 ∀ｔ ∈ ［ ｔ０ － τ，ｔｉ） ， 有

Ｖ ｊ（ ｔ） ≤ α０ α１ …αｉ －１ ｅμｔ０ ‖θ‖２
τ，ｉ ＝ １，２，…，ｊ ＝ １，２，…，ｌ （１２）

成立即可， 其中 α０ ＝ １。
接下来将用数学归纳法证明以上结论。 当 ｉ ＝ １ 时， 易得结论正确。
假设对于 ｔ ∈ ［ ｔ０ － τ，ｔｉ － １） ， 式 （１２） 正确， 即

Ｖ ｊ（ ｔ） ≤ α０ α１ …αｉ －２ ｅμｔ０ ‖θ‖２
τ，ｊ ＝ １，２，…，ｌ。 （１３）

由式 （７） 得到： Ｖ ｊ（ ｔ） ≤ ｅβ（ ｔ１ －ｔ０） ｅβ（ ｔ２ －ｔ１） …ｅβ（ ｔｉ－２ －ｔｉ－３） ｅμｔ０ ‖θ‖２
τ ＝ ｅ（μ －β） ｔ０ ｅβ（ ｔｉ－２） ‖θ‖２

τ 。 由式 （５） 可以推

导出 ｅｊ（ ｔｉ） ＝ （１ ＋ Ｋ ｊｉ）ｅｊ（ ｔ －
ｉ ） ， 且由式 （７） 有

Ｖ ｊ（ ｔｉ －１ ） ＝ ｅμｔｉ－１ｅＴ（ ｔｉ －１ ）ｅｊ（ ｔ）（ ｔｉ －１ ） ＝ ｅμｔｉ－１ ［（１ ＋ Ｋ ｊ，ｉ －１ ） ２ｅＴ
ｊ （ ｔ －

ｉ －１ ）ｅｊ（ ｔ －
ｉ －１ ）］ ＝ （１ ＋ Ｋ ｊ，ｉ －１ ） ２ ｅμｔ －ｉ－１

ｅＴ
ｊ （ ｔ －

ｉ －１ ）ｅｊ（ ｔ －
ｉ －１ ） ≤ α０ α１ …αｉ －２ ｅμｔ０ ‖θ‖２

τ（１ ＋ Ｋ ｊ，ｉ －１ ） ２ ＝ α０ α１ …αｉ －１ ｅμｔ０ ‖θ‖２
τ。

因为 αｉ －１ ≥ １ ， 可以得到， 对于任意的 ｔ ∈ （ ｔｉ －１ － τ，ｔｉ －１ ］ ，
Ｖ ｊ（ ｔ） ≤ α０ α１ …αｉ －１ ｅμｔ０ ‖θ‖２

τ，ｊ ＝ １，２，…，ｌ。 （１４）
基于引理 ２ 可得， 对于 ｔ ∈ （ ｔｉ －１ ，ｔｉ） ，

Ｖ ｊ（ ｔ） ≤ α０ α１ …αｉ －１ ｅμｔ０ ‖θ‖２
τ，ｊ ＝ １，２，…，ｌ。 （１５）

因此式 （１２） 成立。 由式 （７） 可以推导出， 对于任意的 ｔ ∈ ［ｔｉ －１ ，ｔｉ） ， Ｖｊ（ｔ） ≤ α０ α１ …αｉ －１ ｅμｔ０ ‖θ‖２
τ ≤

ｅβ（ ｔ１ －ｔ０） ｅβ（ ｔ２ －ｔ１） …ｅβ（ ｔｉ－１ －ｔｉ－２） ｅμｔ０ ‖θ‖２
τ ＝ ｅ（μ －β） ｔ０ ｅβ（ ｔｉ－１） ‖θ‖２

τ 。 因 此， 对 于 任 意 的 ｔ ∈ ［ ｔ０ ，ｔｉ） ， 有

ｅ ｊ（ ｔ） Ｔｅｊ（ ｔ） ≤ ｅ －（μ －β）（ ｔ －ｔ０） ‖θ‖２
τ ， ｊ ＝ １，２，…，ｌ ， 那么，

‖ｅ（ ｔ）‖ ＝ ［∑
ｌ

ｋ ＝ １
ｅ ｊ（ ｔ） Ｔｅｊ（ ｔ）］ １ ／ ２ ＝ ｌ‖θ‖２

τｅ －（μ －β）（ ｔ －ｔ０） ＝ ｌ‖θ‖２
τｅ －γ（ ｔ －ｔ０） ， （１６）

·２８１·
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其中 γ ＝ μ － β。
对于 ｌ ＋ １ ≤ ｊ ≤ Ｎ ， Ｖ ｊ（ ｔ） 沿着误差系统 （５） 解轨线的时间求导。 与 １ ≤ ｊ ≤ ｌ 的情况证明类似，

可以证得 Ｖ
·

ｊ（ ｔ） ≤ － Ｇ ｊＶ ｊ（ ｔ） ＋ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｇ
～

ｊｋＶｋ（ ｔ） ＋ Ｇ
—

ｊＶ ｊ（ ｔ － τ） ， 其中： Ｇ ｊ ＝ ２ｄ ｊ － μ － ３ρ ｊ ， Ｇ
～

ｊｋ ＝ ｃλｍａｘ（Γ）ａ ｊｋ，

Ｇ
—

ｊ ＝ ρ ｊｅμτ 。 则有

Ｖ ｊ（ ｔ） ≤ ｅ －Ｇ ｊ（ ｔ －ｔ０） Ｖ ｊ（ ｔ０ ） ＋ ∫ ｔ

ｔ０
ｅ －Ｇ ｊ（ ｔ －ｔ０） ［∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｇ
～

ｊｋＶｋ（ ｓ） ＋ Ｇ
—

ｊＶ ｊ（ ｓ － τ）］ｄｓ。 （１７）

初始条件为 Ｖ ｊ（ ｔ０ ＋ ｓ） ＝ θ ｊ（ ｓ） ＝ ψ ｊ（ ｓ） － φｊ（ ｓ） ， ｓ ∈ ［ － τ，０］ 。 对于任意的 ｔ ∈ ［ ｔ０ － τ，ｔ０ ） ，
Ｖ ｊ（ ｔ） ＝ ｅμｔｅＴ

ｊ （ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ≤ ｅμｔ０ ｜ ψ ｊ（ ｓ） － φｊ（ ｓ） ｜ ２ ≤ ｅμｔ０ ‖θ ｊ‖２
τ ≤ ｅμｔ０ ‖θ‖２

τ， （１８）
其中 ｊ ＝ ｌ ＋ １，…，Ｎ 。 根据引理 ２， 有

Ｖ ｊ（ ｔ） ≤ ｅμｔ０ ‖θ‖２
τ，ｊ ＝ ｌ ＋ １，…，Ｎ，ｔ ∈ ［ ｔ０ ， ＋∞ ）。 （１９）

因此， 对于任意的 ｔ ∈ ［ ｔ０ ， ＋∞ ） ， 有 ｅｊ（ｔ）Ｔｅｊ（ｔ） ≤ ｅ －μ（ ｔ －ｔ０） ‖θ‖２
τ ， ｊ ＝ ｌ ＋ １，…，Ｎ ， 那么， ‖ｅ（ｔ）‖ ＝

［ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ｌ ＋１
ｅ ｊ（ ｔ） Ｔｅｊ（ ｔ）］ １ ／ ２ ＝ （Ｎ － ｌ）‖θ‖２

τｅ －μ（ ｔ －ｔ０） 。 因此， 两层时滞网络 （１） 和 （２） 可以达到同步。

注 ２　 在定理 １ 中发现， ２ｄ ｊ － μ － ３ρ ｊ － ρ ｊｅμτ ＞ ０ 意味着 Ｇ ｊ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｇ
～

ｊｋ － Ｇ
—

ｊ ＞ ０ 。 另外， ｄ ｊ ＞ μ ＋

３ρ ｊ ＋ρ ｊｅμτ（１ ≤ ｊ ≤ Ｎ） ， 所以状态反馈的下界不能任意减少， 从而达到更好的控制效果。 式 （７） 中

的 （１ ＋ Ｋ ｊｉ） ２ ≤ ｅβ（ ｔｉ －ｔｉ－１） 意味着参数 Ｋ ｊｉ有与脉冲间隔 ｔｉ － ｔｉ －１ 有关的上界。 当脉冲间隔增大时， Ｋ ｊｉ值会

适当增大， 调整控制增益可使得混合脉冲控制两层网络达到同步。
２􀆰 ２　 混合自适应同步

本文设计一个混合的自适应控制器

ｕ ｊ（ ｔ） ＝
（ｈ ｊ（ ｔ） － ２ｈ∗

ｊ ）ｅｊ（ ｔ），１ ≤ ｊ ≤ ｌ，

－ ｈ∗
ｊ ｅｊ（ ｔ），ｌ ＋ １ ≤ ｊ ≤ Ｎ，{ （２０）

ｈ
·

ｊ（ ｔ） ＝ ［（３ρ ｊ － ２ｈ∗
ｊ ） ／ ２ － ｅ ｊ（ ｔ） Ｔｅｊ（ ｔ）］（ｈ ｊ（ ｔ） － ｈ∗

ｊ ） ， １ ≤ ｊ ≤ ｌ。 （２１）
其中： ζ ｊ ＞ ０， 且 ｈ∗

ｊ 是可后选择的实数； （ｈ ｊ（ ｔ） － ２ｈ∗
ｊ ）ｅｊ（ ｔ） 表示自适应控制； － ｈ∗

ｊ 表示状态控制输

入。 因此， 误差系统可以改写为

ｅ·ｊ（ ｔ） ＝ ｆ（ｅｊ（ ｔ），ｅｊ（ ｔ － τ）） ＋ ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋΓｅｋ（ ｔ） － ｈ∗

ｊ ｅｊ（ ｔ） ＋ （ｈ ｊ（ ｔ） － ｈ∗
ｊ ） ２ ｅｊ（ ｔ），１ ≤ ｊ ≤ ｌ，

ｅ·ｊ（ ｔ） ＝ ｆ（ｅ（ ｔ），ｅｊ（ ｔ － τ）） ＋ ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋΓｅｋ（ ｔ） － ｈ∗

ｊ ｅｊ（ ｔ），ｌ ＋ １ ≤ ｊ ≤ Ｎ，ｔ ≥ ｔ０ ≥ ０。

ｅｊ（ ｔ０ ＋ ｓ） ＝ ψ ｊ（ ｓ） － φｊ（ ｓ），ｓ ∈ ［ － τ，０］，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２２）

其中： ｆ（ｅｊ（ ｔ），ｅｊ（ ｔ － τ）） ＝ ｆ（ｙ ｊ（ ｔ），ｙ ｊ（ ｔ － τ）） － ｆ（ｘ ｊ（ ｔ），ｘ ｊ（ ｔ － τ））。
同样， 本文得到了该网络模型混合自适应控制下达到同步的充分条件。
定理 ２　 假设 ｆ（·） 满足假设 １， 那么带有时滞的两层网络 （１） 和 （２） 可以达到同步。 若存在

正常数 μ， 使得 ２ｈ∗
ｊ － μ － ３ρ ｊ － ｃλｍａｘ（Γ）ｍａｘ１≤ｋ≤Ｎ（ａ ｊｋ） － ρ ｊｅμτ ＞ ０ ， １ ≤ ｊ ≤ Ｎ ， 其中 λｍａｘ（Γ） ＝

ｍａｘ｛γ１ ，γ２ ，…，γＮ｝。
证明　 构造李雅普诺夫函数为

Ｖ ｊ（ ｔ） ＝ ｅμｔｅ ｊ（ ｔ） Ｔｅｊ（ ｔ） ＋ （ｈ ｊ（ ｔ） － ｈ∗
ｊ ） ２ 。 （２３）

　 　 对于 １ ≤ ｊ ≤ ｌ ， ｔ ≠ ｔｉ ， Ｖ（ ｔ） 沿着误差系统 （２２） 的解轨线对时间求 Ｄｉｎｉ 导， 并由假设， 可得

Ｄ ＋ Ｖ ｊ（ ｔ） ＝ μｅμｔｅＴ
ｊ （ｔ）ｅ（ｔ） ＋ ｅμｔｅ·Ｔ

ｊ （ｔ）ｅ（ｔ） ＋ ｅμｔｅ（ｔ）Ｔ（ｔ）ｅ·ｊ（ｔ） ＋ ２（ｈｊ（ｔ） － ｈ∗
ｊ ）ｈ

·
ｊ（ｔ） ＝ μｅμｔｅＴ

ｊ （ｔ）ｅ（ｔ） ＋

ｅμｔ［ ｆＴ（ｅｊ（ ｔ），ｅｊ（ ｔ － τ）） ＋ ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋΓｅｋ

Ｔ（ ｔ） － ｈ∗
ｊ ｅ ｊ

Ｔ（ ｔ） ＋ （ｈ ｊ（ ｔ） － ｈ∗
ｊ ） ２ｅ ｊ（ ｔ） Ｔ（ ｔ）］ｅｊ（ ｔ） ＋

·３８１·
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ｅμｔｅＴ
ｊ （ｔ）［ｆ（ｅｊ（ｔ），ｅｊ（ｔ － τ）） ＋ ｃ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
ａｊｋΓｅｋ（ｔ） － ｈ∗

ｊ ｅｊ（ｔ） ＋ （ｈｊ（ｔ） － ｈ∗
ｊ ）ｅｊ（ｔ）］ ＋ ２（ｈｊ（ｔ） －

ｈ∗
ｊ ［（μ ＋ ３ρ ｊ － ２ｈ∗

ｊ ） ／ ２ － ｅμｔｅＴ
ｊ （ｔ）ｅｊ（ｔ）］（ｈｊ（ｔ） － ｈ∗

ｊ ） ≤ μｅμｔｅＴ
ｊ （ｔ）ｅ（ｔ） ＋ ρｊｅμｔｅＴ

ｊ （ｔ）ｅｊ（ｔ） ＋

ρ ｊｅμｔｅ ｊ
Ｔ（ ｔ － τ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ｃλｍａｘ（Γ）∑

Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋｅμｔｅｋ

Ｔ（ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＋ （ｈ ｊ（ ｔ） － ｈ∗
ｊ ） ２ ｅμｔｅＴ

ｊ （ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＋

ρ ｊｅμｔｅＴ
ｊ （ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ρ ｊｅμｔｅ ｊ

Ｔ（ ｔ）ｅｊ（ ｔ － τ） ＋ ｃλｍａｘ（Γ）∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋｅμｔｅ ｊ

Ｔ（ ｔ）ｅｋ（ ｔ） ＋ （ｈ ｊ（ ｔ） －

ｈ∗
ｊ ） ２ ｅμｔｅＴ

ｊ （ ｔ）ｅｊ（ ｔ） － ２ｈ∗
ｊ ｅμｔｅＴ

ｊ （ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＋ （ｈ ｊ（ ｔ） － ｈ∗
ｊ ） ２ （μ ＋ ３ρ ｊ － ２ｈ∗

ｊ ） － ２（ｈ ｊ（ ｔ） －
ｈ∗

ｊ ） ２ ｅμｔｅ ｊ（ ｔ） Ｔｅｊ（ ｔ） ＝ （μ ＋ ２ρ ｊ － ２ｈ∗
ｊ ）ｅμｔｅＴ

ｊ （ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ρ ｊｅμｔ［ｅ ｊ
Ｔ（ ｔ － τ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ｅ ｊ

Ｔ（ ｔ）ｅｊ

（ ｔ － τ）］ ＋ ｃλｍａｘ（Γ）∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋｅμｔ［ｅｋ

Ｔ（ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ｅ ｊ
Ｔ（ ｔ）ｅｋ（ ｔ）］ ＋

（ｈ ｊ（ ｔ） － ｈ∗
ｊ ） ２ （μ ＋ ３ρ ｊ － ２ｈ∗

ｊ ）。
根据引理 １， 有

Ｄ ＋ Ｖ ｊ（ ｔ） ≤ （μ ＋ ２ρ ｊ － ２ｈ∗
ｊ ）ｅＴ

ｊ （ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ρ ｊｅμｔ［ｅ ｊ
Ｔ（ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ｅ ｊ

Ｔ（ ｔ － τ）ｅｊ（ ｔ － τ）］ ＋

ｃλｍａｘ（Γ）∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋｅμｔ［ｅ ｊ

Ｔ（ ｔ）ｅｊ（ ｔ） ＋ ｅｋ
Ｔ（ ｔ）ｅｋ（ ｔ）］ ＋ （ｈ ｊ（ ｔ） － ｈ∗

ｊ ） ２ （μ ＋ ３ρ ｊ － ２ｈ∗
ｊ ） ＝

（μ ＋ ３ρｊ － ２ｈ∗
ｊ ）Ｖｊ（ｔ） ＋ ρｊｅμτｅμ（ ｔ －τ） ｅｊ

Ｔ（ｔ － τ）ｅｊ（ｔ － τ） ＋ ｃλｍａｘ（Γ）∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａｊｋｅμｔｅｋ

Ｔ（ｔ）ｅｋ（ｔ） ≤

（μ ＋ ３ρｊ － ２ｈ∗
ｊ ）Ｖｊ（ｔ） ＋ ∑

Ｎ

ｋ ＝１
ｃλｍａｘ（Γ）ｍａｘ１≤ｋ≤Ｎ（ａｊｋ）Ｖｋ（ｔ） ＋ ρｊｅμτＶｊ（ｔ － τ） ＝

－ ＦｊＶｊ（ｔ） ＋ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｆ
～

ｊｋＶｋ（ ｔ） ＋ Ｆ
—

ｊＶ ｊ（ ｔ － τ） 。

其中： Ｆ ｊ ＝ ２ｈ∗
ｊ － μ － ３ρ ｊ ； Ｆ

～
ｊｋ ＝ ｃλｍａｘ（Γ）ｍａｘ１≤ｋ≤Ｎ（ａ ｊｋ） ； Ｆ

—
ｊ ＝ ρ ｊｅμτ 。 那么， 可以得到

Ｖ ｊ（ ｔ） ≤ ｅ －Ｆ ｊ（ ｔ －ｔ０） Ｖ ｊ（ ｔ０ ） ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｅ －Ｆ ｊ（ ｔ －ｔ０） ［∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｆ
～

ｊｋＶｋ（ ｓ） ＋ Ｆ
—

ｊＶ ｊ（ ｓ － τ）］ｄｓ。 （２４）

初始条件为： Ｖ ｊ（ ｔ０ ＋ ｓ） ＝ θ＾ ｊ（ ｓ） ＝ ψ ｊ（ ｓ） － φｊ（ ｓ） ＋ （ｈ ｊ（ ｓ） － ｈ∗
ｊ ） ２ ， ｓ ∈ ［ － τ，０］ 。

和定理 １ 的证明一样， 有 Ｖ ｊ（ ｔ） ≤ ‖θ＾ ‖２
τ ， ｊ ＝ ｌ ＋ １，…，Ｎ 。 所以可以得到

‖ｅ（ ｔ）‖ ＝ ［ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ｌ ＋１
ｅ ｊ（ ｔ） Ｔｅｊ（ ｔ）］ １ ／ ２ ＝ ｌ‖θ＾ ‖２

τｅ －μｔ。

　 　 对于 ｌ ＋ １ ≤ ｊ ≤ Ｎ ， Ｖ（ ｔ） 沿着误差系统 （２２） 解轨线的时间求导， 与 １ ≤ ｊ ≤ ｌ 的情况证明类似，

‖ｅ（ ｔ）‖ ＝ ［ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ｌ ＋１
ｅ ｊ（ ｔ） Ｔｅｊ（ ｔ）］ １ ／ ２ ＝ （Ｎ － ｌ）‖θ＾ ‖２

τｅ －μｔ 。 因此， 在混合自适应控制器 （２０） 下， 两层时

滞网络 （１） 和 （２） 可以达到同步。

３　 数值模拟结果
本节给出了 ２ 个例子分别证明定理 １ 和定理 ２ 的有效性。

例 １　 选择 Ｎ ＝ ３， ｎ ＝ １， ｃ ＝ １， τ ＝ ０􀆰 ２， Γ＝ ｄｉａｇ（１，１，１）， Ａ ＝
－ ０． ２ 　 ０． １ 　 ０． １
　 ０． １ － ０． ２ 　 ０． １
　 ０． １ 　 ０． １ － ０． ２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

， 满足

ａ ｊｊ ＝ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｊ
ａ ｊｋ ， ｊ ＝ １，２，３ 。

令 ｆ（ｘ ｊ（ ｔ），ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＝ ０． ８ｘ ｊ（ ｔ） ＋ ０． ２ｘ ｊ（ ｔ － ０． ２） ， ｆ（ｙ ｊ（ ｔ），ｙ ｊ（ ｔ － τ）） ＝ ０． ８ｙ ｊ（ ｔ） ＋ ０． ２ｙ ｊ（ ｔ －
０． ２） ， ρ ｊ ＝ ０． ８ ， 则 （ ｆ（ｙ ｊ（ ｔ），ｙ ｊ（ ｔ － τ）） － ｆ（ｘ ｊ（ ｔ），ｘ ｊ（ ｔ － τ））） ＝ ０． ８（ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） ＋ ０． ２（ｙ ｊ（ ｔ －

·４８１·
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０． ２） － ｘ ｊ（ ｔ － ０． ２）） ≤ ０． ８（（ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） ＋ （ｙ ｊ（ ｔ － ０． ２） － ｘ ｊ（ ｔ － ０． ２））） 。
经过验证， 满足假设 １ 的条件。 因此， 两层时滞网络的驱动层为

ｘ·１ （ ｔ） ＝ ０． ８ｘ１ （ ｔ） ＋ ０． ２ｘ１ （ ｔ － ０． ２） － ０． ２ｘ１ （ ｔ） ＋ ０． １ｘ２ （ ｔ） ＋ ０． １ｘ３ （ ｔ），

ｘ·２ （ ｔ） ＝ ０． ８ｘ２ （ ｔ） ＋ ０． ２ｘ２ （ ｔ － ０． ２） ＋ ０． １ｘ１ （ ｔ） － ０． ２ｘ２ （ ｔ） ＋ ０． １ｘ３ （ ｔ），

ｘ·３ （ ｔ） ＝ ０． ８ｘ３ （ ｔ） ＋ ０． ２ｘ３ （ ｔ － ０． ２） ＋ ０． １ｘ１ （ ｔ） ＋ ０． １ｘ２ （ ｔ） － ０． ２ｘ３ （ ｔ）。
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　 　 令 ｄ ｊ ＝ ２ ， μ ＝ ０． １ ， 则 ２ｄ ｊ － μ － ３ρ ｊ － ρ ｊｅμτ ＝ ２ × ２ － ０． １ － ３ × ０． ８ － １ × ｅ０． １ ×０． ２ ＞ ０ ， 满足定

理 １ 的条件。
取 Ｋ１ｉ ＝ ０． １ ， Ｋ２ｉ ＝ ０ ， Ｋ３ｉ ＝ ０ ， 即第一个节点受混合脉冲牵制控制， 而其他节点只受状态反馈

控制， 则时滞网络的响应层为

ｙ·１ （ ｔ） ＝ ０． ８ｙ１ （ ｔ） ＋ ０． ２ｙ１ （ ｔ － ０． ２） － ０． ２ｙ１ （ ｔ） ＋ ０． １ｙ２ （ ｔ） ＋ ０． １ｙ３ （ ｔ） － ２（ｘ１ （ ｔ） － ｙ１ （ ｔ）），

△ｙ１ （ ｔｉ） ＝ ｙ１ （ ｔｉ） － ｙ１ （ ｔ －
ｉ ） ＝ ０． １（ｙ１ （ ｔ －

ｉ ） － ｘ１ （ ｔ －
ｉ ）），ｔ ＝ ｔｉ，

ｙ·２ （ ｔ） ＝ ０． ８ｙ２ （ ｔ） ＋ ０． ２ｙ２ （ ｔ － ０． ２） ＋ ０． １ｙ１ （ ｔ） － ０． ２ｙ２ （ ｔ） ＋ ０． １ｙ３ （ ｔ） － ２（ｘ２ （ ｔ） － ｙ２ （ ｔ）），

ｙ·３ （ ｔ） ＝ ０． ８ｙ３ （ ｔ） ＋ ０． ２ｙ３ （ ｔ － ０． ２） ＋ ０． １ｙ１ （ ｔ） ＋ ０． １ｙ２ （ ｔ） － ０． ２ｙ３ （ ｔ） － ２（ｘ３ （ ｔ） － ｙ３ （ ｔ））。
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　 　 图 １ 和图 ２ 分别表示 ｘ（ ｔ） 和 ｙ（ ｔ） 的状态， 而在混合控制器控制下， 两层时滞网络的驱动层和响

应层达到同步， 如图 ３ ～ 图 ５ 所示， 它们分别表示牵制控制 １ 个节点、 ２ 个节点和 ３ 个节点。 因此，
根据例 １ 可以得出， 牵制控制节点越多， 系统的控制效果越好。 在实际应用中， 应该会考虑更多的因

素来决定控制策略。

图 1 两层时滞复杂网络驱动层的状态 xi(t)
Fig.1 The state xi(t) of the driving layer in

two layer time鄄delay complex network

图 2 两层时滞网络响应层的状态 yj(t)
Fig.2 The state yj(t) of the response layer in

two layer time鄄delay complex network
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图 4 两层时滞网络在牵制控制 2 个
节点下的同步误差 ej(t)

Fig.4 Synchronize error of two layer
time鄄delay network in constraint

control at two nodes

t t
图 3 两层时滞网络在牵制控制 1 个

节点下的同步误差 ej(t)
Fig.3 Synchronize error of two layer

time鄄delay network in constraint
control at one node

图 5 两层时滞网络在牵制控制 3 个
节点下的同步误差 ej(t)

Fig.5 Synchronize error of two layer
time鄄delay network in constraint

control at three nodes
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例 ２　 令 ｈ∗
１ ＝ ２， ｈ∗

２ ＝ ２􀆰 ５， ｈ∗
３ ＝ ３， 其他参数和例 １ 一致。 这里利用混合自适应控制器牵制控制

前 ２ 个节点， 那么误差系统可改写为

ｅ·１（ｔ） ＝ ０． ８ｅ１（ｔ） ＋ ０． ２ｅ１（ｔ － ０． ２） － ０． ２ｅ１（ｔ） ＋ ０． １ｅ２（ｔ） ＋ ０． １ｅ３（ｔ） － ２ｅ１（ｔ） ＋ （ｈ１（ｔ） － ２）２ｅ１（ｔ），

ｅ·２（ｔ） ＝ ０． ８ｅ２（ｔ） ＋ ０． ２ｅ２（ｔ － ０． ２） ＋ ０． １ｅ１（ｔ） － ０． ２ｅ２（ｔ） ＋ ０． １ｅ３（ｔ） － ２． ５ｅ１（ｔ） ＋ （ｈ２（ｔ） － ２． ５）２ｅ２（ｔ），

ｅ·３（ｔ） ＝ ０． ８ｅ３（ｔ） ＋ ０． ２ｅ３（ｔ － ０． ２） ＋ ０． １ｅ１（ｔ） ＋ ０． １ｅ２（ｔ） － ０． ２ｅ３（ｔ） － ３ｅ３（ｔ）。
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　 　 通过计算， 可以得到： ２ｈ∗
１ － μ － ３ρ１ － ｃλｍａｘ（Γ）ｍａｘ１≤ｋ≤Ｎ（ａ１ｋ） － ρ１ ｅμτ ＝ ０． ５８４ ＞ ０ ， ２ｈ∗

２ － μ －
３ρ２ － ｃλｍａｘ（Γ）ｍａｘ１≤ｋ≤Ｎ（ａ２ｋ） － ρ２ ｅμτ ＝ １． ５８４ ＞ ０ ， ２ｈ∗

３ － μ － ３ρ３ － ｃλｍａｘ（Γ）ｍａｘ１≤ｋ≤Ｎ（ａ３ｋ） － ρ３ ｅμτ ＝
２． ５８４ ＞ ０ ， 符合定理 ２ 的条件。 自适应更新规则的初始条件设为 ｈ１ （０） ＝ ０ ， ｈ２ （０） ＝ ０ ， 仿真模拟

结果见图 ６。 由图 ６ 可见， 在混合自适应控制器 （２０） 下， 误差系统在大约 ｔ ＝ ４ 时达到同步。 自适

应规则如图 ７ 所示， 在系统达到同步时， 自适应状态也达到稳定状态。

图 7 自适应规则 hj(t)
Fig.7 Adaptive rules hj(t)
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图 6 两层时滞网络在混合自适应控制器下的
同步误差 ej(t)

Fig.6 Synchronize error ej(t) of two layer time鄄
delay network in hybrid adaptive controller

t
0 2 4 6 8 10

e i(
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h i(
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４　 结论
本文研究了带有时滞的两层网络在混合控制策略下的同步问题， 分别提出了混合脉冲控制和混合

自适应控制。 利用稳定性理论和不等式技巧， 得到了两层时滞网络同步准则， 得到的结果改进了已有

的两层网络层间同步。 最后， 给出了 ２ 个数值例子， 证明 ２ 个定理的有效性。
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Ｃｉｒｃｕｉｔｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ ＩＩ Ａｎａｌｏｇ ａｎｄ Ｄｉｇｉｔａｌ Ｓｉｇｎａｌ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００６，５３（１）：２８⁃３３． ＤＯＩ：１０． １１０９ ／ ＴＳＣＩＩ． ２００５． ８５４３１５．

［３］ＡＯ Ｂ，ＺＨＥＮＧ Ｚ Ｇ． Ｐａｒｔｉａｌ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｎ ｃｏｍｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ［ Ｊ］． Ｅｕｒｏｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ，２００６，７４（２）：２２９⁃２３５． ＤＯＩ：１０．
１２０９ ／ ｅｐｌ ／ ｉ２００５⁃１０５３３⁃０．

［４］陈姚，吕金虎． 复杂动态网络的有限时间同步［Ｊ］． 系统科学与数学，２００９（１０）：１４１９⁃１４３０．
［５］ＲＥＮ Ｙ，ＪＩＡＮＧ Ｈ Ｊ，ＬＩ Ｊ Ｒ，ｅｔ ａｌ． Ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｃｏｍｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｒａｎｄｏｍ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｄｅｌａｙ ｖｉａ

ｑｕａｎｔｉｚｅｄ ａｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙ ｉｎｔｅｒｍｉｔｔｅｎｔ ｃｏｎｔｒｏｌ［ Ｊ］． Ｎｅｕｒｏｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，２０２１，４２０ （１）：３３７⁃３４８． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｎｅｕｃｏｍ． ２０２０．
０５． １０３．

·６８１·



　 第 ２ 期 卢佳华， 等： 两层时滞网络的混合控制同步策略

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

［６］ＬＵ Ｗ Ｌ，ＬＩＵ Ｂ，ＣＨＥＮ Ｔ Ｐ． Ｃｌｕｓｔｅｒ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｉｎ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｏｆ ｃｏｕｐｌｅｄ ｎｏｎ⁃ｉｄｅｎｔｉｃａｌ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ［ Ｊ］． Ｃｈａｏｓ：Ａｎ
Ｉｎｔｅｒｄｉｓｃｉｐｌｉｎａｒｙ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ，２０１０，２０（１）：１７５． ＤＯＩ：１０． １０６３ ／ １． ３３２９３６７．

［７］ＰＥＣＯＲＡ Ｌ Ｍ，ＣＡＲＲＯＬＬ Ｔ Ｌ． Ｍａｓｔｅｒ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚｅｄ ｃｏｕｐｌｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ［ Ｊ］． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｌｅｔｔｅｒｓ，
１９９８，８０（１０）：２１０９⁃２１１２． ＤＯＩ：１０． １１０３ ／ ＰｈｙｓＲｅｖＬｅｔｔ． ８０． ２１０９．

［８］ＺＨＯＵ Ｌ Ｌ，ＴＡＮ Ｆ，ＬＩ Ｘ Ｈ，ｅｔ ａｌ． Ａ fiｘｅｄ⁃ｔｉｍｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ⁃ｂａｓｅｄ ｓｅｃｕｒｅ ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｔｗｏ⁃ｌａｙｅｒ ｈｙｂｒｉｄ ｃｏｕ⁃
ｐｌｅｄ ｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］． Ｎｅｕｒｏｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，２０２１，４３３（７）：１３１⁃１４１． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｎｅｕｃｏｍ． ２０２０． １２． ０３３．

［９］ＦＥＮＧ Ｊ Ｗ，ＳＵＮ Ｓ Ｈ，ＸＵ Ｃ，ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌ ｃｏｍｐｌｅｘ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｖｉａ ｐｉｎｎｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］． Ｎｏｎｌｉｎ⁃
ｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ，２０１２，６７（２）：１６２３⁃１６３３． ＤＯＩ：１０． １００７ ／ ｓ１１０７１⁃０１１⁃００９２⁃５．

［１０］ ＤＩＭＡＲＯＧＯＮＡＳ Ｄ Ｖ，ＦＲＡＺＺＯＬＩ Ｅ，ＪＯＨＡＮＳＳＯＮ Ｋ Ｈ． Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｅｖｅｎｔ⁃ｔｒｉｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ［ Ｊ］．
ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌ，２０１２，５７（５）：１２９１⁃１２９７． ＤＯＩ：１０． １１０９ ／ ＴＡＣ． ２０１１． ２１７４６６６．

［１１］ＲＡＫＫＩＹＡＰＡＮ Ｒ，ＤＨＡＲＡＮＩ Ｓ，ＣＡＯ Ｊ． Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐａｃｋｅｔ ｌｏｓｓ ａｎｄ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｄｅｌａｙ
ｖｉａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓａｍｐｌｅｄ⁃ｄａｔａ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ［ Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｎｅｕｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ ａｎｄ Ｌｅａｒｎｉｎｇ Ｓｙｓｔｅｍｓ，２０１７，２６ （１２）：
３２１５⁃３２２６． ＤＯＩ：１０． １１０９ ／ ＴＮＮＬＳ． ２０１５． ２４２５８８１．

［１２］ＫＨＡＤＲＡ Ａ，ＬＩＵ Ｘ Ｚ，ＳＨＥＮ Ｘ Ｍ． Ａｎａｌｙｚｉｎｇ ｔｈｅ ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ ｏｆ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｃｏｕｐｌｅｄ ｂｙ ｌｉｎｅａｒ ｄｅｌａｙｅｄ ｉｍｐｕｌ⁃
ｓｅｓ［Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌ，２００９，５４（４）：９２３⁃９２８． ＤＯＩ：１０． １１０９ ／ ＴＡＣ． ２００９． ２０１３０２９．

［１３］ＬＩ Ｃ Ｄ，ＬＩＡＯ Ｘ Ｆ． Ｃｏｍｐｌｅｔｅ ａｎｄ ｌａｇ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ ｕｓｉｎｇ ｓｍａｌｌ ｉｍｐｕｌｓｅｓ［Ｊ］． Ｃｈａｏｓ，Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ａｎｄ
Ｆｒａｃｔａｌｓ，２００４，２２（４）：８５７⁃８６７． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｃｈａｏｓ． ２００４． ０３． ００６．

［１４］ＴＵＲＣＩ Ｌ，ＭＡＣＡＵ Ｅ． Ａｄａｐｔｉｖｅ ｎｏｄｅ⁃ｔｏ⁃ｎｏｄｅ ｐｉｎｎｉｎｇ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］． Ｃｈａｏｓ：Ａｎ Ｉｎｔｅｒｄｉｓｃｉ⁃
ｐｌｉｎａｒｙ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ，２０１２，２２（３）：０３３１５１． ＤＯＩ：１０． １０６３ ／ １． ４７５４４３６．

［１５］ＬＩ Ｈ Ｊ． Ｄｒｉｖｉｎｇ⁃ｂａｓｅｄ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｗｏ⁃ｌａｙｅｒ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｖｉａ ａｄａｐｔｉｖｅ ｉｎｔｅｒｍｉｔｔｅｎｔ ｐｉｎｎｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ［Ｃ］ ／ ／ Ｉｎｔｅｒ⁃
ｎａｔｉｏｎａｌ Ｗｏｒｋｓｈｏｐ ｏｎ Ｃｏｍｐｌｅｘ Ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ． Ｄｏｈａ，Ｑａｔａｒ：ＩＷＣＳＮ，２０１７：３０６⁃３１２． ＤＯＩ：１０． １１０９ ／ ＩＷＣＳＮ． ２０１７．
８２７６５４４．

［１６］ＫＡＮ Ｙ，ＬＵ Ｊ Ｑ，ＱＩＵ Ｊ Ｌ，ｅｔ ａｌ． Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｄｅｌａｙｅｄ ｃｏｍｐｌｅｘ⁃ｖａｌｕｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｕｎｄｅｒ
ｈｙｂｒｉｄ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓ［Ｊ］． Ｎｅｕｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ，２０１９，１１４：１５７⁃１６３． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｎｅｕｎｅｔ． ２０１９． ０２． ００６．

［１７］ＷＵ Ｘ Ｆ，ＢＡＯ Ｈ Ｂ． Ｆｉｎｉｔｅ ｔｉｍｅ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｕｌｔｉｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ［ Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２０２０，３７７（８）：１２５１８８． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ａｍｃ． ２０２０． １２５１８８．

［１８］ＴＡＮＧ Ｌ Ｋ，ＬＵ Ｊ Ａ，ＬＵ Ｊ Ｈ． Ａ ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｄｅｌａｙｓ ｏｎ ｉｎｔｒａ⁃ｌａｙｅｒ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｉｎ ｄｕｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］． Ｓｃｉ⁃
ｅｎｃｅ Ｃｈｉｎａ（Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ），２０１８，６１（１２）：１３３⁃１４０． ＤＯＩ：１０． １００７ ／ ｓ１１４３１⁃０１７⁃９２８５⁃７．

［１９］ＳＵＮ Ｗ，ＣＨＥＮ Ｚ，ＬＵ Ｊ Ｈ，ｅｔ ａｌ． Ｏｕｔｅｒ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙ ｖｉａ ｉｍｐｕｌｓｅ［Ｊ］． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ，
２０１２，６９（４）：１７５１⁃１７６４． ＤＯＩ：１０． １００７ ／ ｓ１１０７１⁃０１２⁃０３８３⁃５．

［２０］ＷＡＮＧ Ｈ Ｍ，ＤＵＡＮ Ｓ Ｋ，ＨＵＡＮＧ Ｔ Ｗ，ｅｔ ａｌ． Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｅｍｒｉｓｔｉｖｅ ｄｅｌａｙｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｖｉａ ｈｙｂｒｉｄ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ
ｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］． Ｎｅｕｒｏｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，２０１７，２６７：６１５⁃６２３． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｎｅｕｃｏｍ． ２０１７． ０６． ０２８．

［２１］ＷＵ Ｘ Ｑ，ＬＩ Ｙ Ｎ，ＷＥＩ Ｊ，ｅｔ ａｌ． Ｉｎｔｅｒ⁃ｌａｙｅｒ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｗｏ⁃ｌａｙｅｒ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｖｉａ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ ｔｈｅ Ｆｒａｎｋｌｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ，２０２０，３５７（４）：２３７１⁃２３８７． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｊｆｒａｎｋｌｉｎ． ２０１９． １２． ０１９．

［２２］ＺＨＯＵ Ｌ Ｌ，ＴＡＮ Ｆ，ＹＵ Ｆ，ｅｔ ａｌ． Ｃｌｕｓｔｅｒ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｌａｙｅｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｌｙ ｃｏｕｐｌｅｄ ｍｕｌｔｉｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉ⁃ｌｉｎｋｓ
ａｎｄ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙｓ［Ｊ］． Ｎｅｕｒｏｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，２０１９，３５９（２４）：２６４⁃２７５． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｎｅｕｃｏｍ． ２０１９． ０５． ０７７．

［２３］ＺＨＡＮＧ Ｑ Ｊ，ＬＵ Ｊ Ｎ，ＬＵ Ｊ，ｅｔ ａｌ． Ａｄａｐｔｉｖｅ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｇｅｎｅｒａｌ ｃｏｍｐｌｅｘ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙｅｄ
ｎｏｄｅｓ［Ｊ］． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ Ｓｅｎｓｏｒ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ，２０１３，４４（２）：９９６⁃１００３． ＤＯＩ：１０． １１５５ ／ ２０１３ ／ ９７４１３２．

［２４］ＷＵ Ｊ Ｓ，ＪＩＡＯ Ｌ Ｃ． Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｉｎ ｄｙｎａｍｉｃ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｎｏｎｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｌｉｎｅａｒ ｆｅｅｄｂａｃｋ
ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓ［Ｊ］． Ｐｈｙｓｉｃａ Ａ，２００８，３８７（８ ／ ９）：２１１１⁃２１１９． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｐｈｙｓａ． ２００７． ０９． ０１１．

［２５］ＺＨＡＯ Ｈ Ｙ，ＺＨＡＮＧ Ｑ． Ｇｌｏｂａｌ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ａｎｔｉ⁃ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｅｌａｙｅｄ ｃｈａｏｔｉｃ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ［ Ｊ］． Ｎｅｕｒｏ⁃
ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，２０１１，７４（４）：５６３⁃５６７． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｎｅｕｃｏｍ． ２０１０． ０９． ０１６．

（责任编辑　 马建华　 英文审校　 黄振坤）
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