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觅食竞技场下浮游生物模型的动力学行为
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［摘要］ 主要讨论觅食竞技场下浮游生物的动力学行为。 证明对于任意给定的正初始值， 系统都存在

唯一的全局正解； 应用随机微分方程的比较定理， 得到系统持久与灭绝的充分条件， 并且证明系统具有一

个唯一的遍历平稳分布。 最后， 用数值模拟验证了理论结果。
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０　 引言
浮游植物是海洋生态系统中重要的生产者， 是食物链的基础环节， 在海洋生态的物质循环和能量

转化过程中起着重要作用。 浮游动物是海洋生态系统中非常重要的生态类群， 其种类组成繁殖快、 数

量大、 分布广， 有着极其重要的生态学意义。 浮游动物通过捕食作用控制浮游植物的数量， 同时作为

鱼类等高层营养者的饵料， 浮游植物的数量变化可以直接影响鱼类等的资源量， 在海洋生态系统的结

构和功能中起着重要的调控作用［１ － ３］ 。 因此， 研究浮游生物的动力学行为具有重要的意义。
文献 ［４］ 提出一个模型为

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）［ａ － ｂｘ（ ｔ） － ｓｙ（ ｔ） ／ （β ＋ ｘ（ ｔ））］ｄｔ，
ｄｙ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）［ｅｓｘ（ ｔ） ／ β ＋ ｘ（ ｔ） － ｃ － ｆｙ（ ｔ） ／ （ｙ（ ｔ） ２ ＋ ｈ２

２ ）］ｄｔ。{ （１）

其中： ｘ（ｔ）、 ｙ（ｔ） 分别是浮游植物和浮游动物在 ｔ 时刻的密度； ａ 是浮游植物的内禀增长率； ｂ 是浮游植

物种内竞争率； ｃ 是浮游动物的自然死亡率， 其中浮游动物通过 Ｈｏｌｌｉｎｇ ＩＩ 型功能反应 λ１ ＝ ｓｘ ／ （ｘ ＋ β） 来

捕食浮游植物； β 是半饱和常数； ｓ 是摄食率； ｅ 是浮游动物捕食的转换效率； ｆｙ２ ／ （ｙ２ ＋ ｈ２
２ ） 表示浮游动

物被捕食能力为 ｆ 的鱼类所捕食而丧失的生物量。 鱼类的捕食功能被假定为具有半饱和常数 ｈ２ 的 Ｈｏｌｌｉｎｇ
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ＩＩＩ 型功能反应。
在水生生物系统中， 很多生物都会有觅食竞技场的行为［５］ ， 根据觅食竞技场理论， 捕食者和食

饵活动的空间和时间限制导致每个食饵种群分成脆弱和不脆弱两部分， 其中脆弱是指食饵容易被捕

食， 不脆弱的食饵会躲在难以被捕食的地方， 从而限制附近有限数量捕食者的觅食活动， 以及捕食者

与食饵之间的相互作用， 因此， 捕食率取决于脆弱与不脆弱的食饵之间的比例。 文献 ［６］ 用 λ２ ＝
ｓｘ ／ （β ＋ ｙ） 来描述这种觅食竞技场下的功能反应。 基于此， 本文考虑在觅食竞技场下用 λ２ 来代替方

程 （１） 中的 λ１ ， 从而得到模型

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）［ａ － ｂｘ（ ｔ） － ｓｙ（ ｔ） ／ （β ＋ ｙ（ ｔ））］ｄｔ，
ｄｙ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）［ｈｘ（ ｔ） ／ （β ＋ ｙ（ ｔ）） － ｃ － ｆｙ（ ｔ） ／ （ｙ（ ｔ） ２ ＋ ｈ２

２ ））］ｄｔ。{ （２）

其中 ｈ ＝ ｅｓ。 此外， 在现实生活中， 随机干扰是处处存在的， 浮游生物同样也会受到环境的影响［７ － ９］ ，
所以随机模型会比确定性模型更有说服力。 受文献 ［１０ － １１］ 的启发， 本文将浮游植物的出生率与

浮游动物的自然死亡率分别加上随机项， 得到模型

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）［ａ － ｂｘ（ ｔ） － ｓｙ（ ｔ） ／ （β ＋ ｙ（ ｔ））］ｄｔ ＋ σ１ｘ（ ｔ）ｄＢ１ （ ｔ），

ｄｙ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）［ｈｘ（ ｔ） ／ （β ＋ ｙ（ ｔ）） － ｃ － ｆｙ（ ｔ） ／ （ｙ（ ｔ） ２ ＋ ｈ２
２ ）］ｄｔ ＋ σ２ｙ（ ｔ）ｄＢ２ （ ｔ）。{ （３）

其中： σ２
ｉ （ ｉ ＝ １，２） 表示白噪声强度； Ｂ１ （ ｔ）、 Ｂ２ （ ｔ） 是相互独立的标准布朗运动。

１　 预备知识
令 （Ω，Ｆ，｛Ｆ ｔ｝ ｔ ≥ ０，Ｐ） 是一个带有滤子｛Ｆ ｔ｝ 并且满足通常条件 （即｛Ｆ ｔ｝ ｔ≥０ 是右连续单调递增，

且 Ｆ０ 包含所有零测集） 的完备概率空间。 为方便起见， 约定以下记号： Ｒ ＋ ：＝ ｛ｘ：ｘ ＞ ０｝； Ｒｎ
＋ ： ＝

｛（ｘ１ ，ｘ２ ，…，ｘｎ）：ｘｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ｝； ｜ Ｘ（ ｔ） ｜ ：＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２
ｉ 。

随机微分方程 ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｄＢ（ ｔ） 的解记作 ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１ （ ｔ），ｘ２ （ ｔ），…，
ｘｎ（ ｔ））（ ｔ ≥ ０）， 其中： ｆ ∈ Ｌ１ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ，Ｒｎ） ； ｇ ∈ Ｌ２ （Ｒｎ × Ｒ ＋ ，Ｒｎ×ｍ）； Ｂ（ ｔ） 是 ｍ 维布朗运动。

定义 １［１２］ 　 如果 （ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）） 是系统 （３） 的任意解， 那么： ｉ） ｘ（ｔ） 是均值灭绝的， 如果

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

ｔ －１∫ ｔ

０
ｘ（ｓ）ｄｓ ＜ ０ 或者 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｘ（ｔ） ＝ ０； ｉｉ） ｘ（ｔ） 是均值非持久的， 如果 ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→＋∞
ｔ －１∫ ｔ

０
ｘ（ｓ）ｄｓ ＝ ０ ；

ｉｉｉ） ｘ（ｔ） 是 均 值 弱 持 久 的， 如 果 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

ｔ －１∫ ｔ

０
ｘ（ｓ）ｄｓ ＞ ０ ； ｉｖ ） ｘ（ｔ） 是 均 值 强 持 久 的， 如 果

ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→＋∞

ｔ －１∫ ｔ

０
ｘ（ｓ）ｄｓ ＞ ０ 。

定义 ２［１３］ 　 系统 （３） 的解被称为是随机最终有界的， 如果对任意的 ε ∈ （０，１） ， 都存在一个正常

数 Ｈ ＝ Ｈ（ε）， 使得对任意的初始值 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２
＋， 系统 （３） 的解 （ｘ，ｙ） 都有如下的性质：

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

Ｐ（ ｜ Ｘ（ｔ） ｜ ≥ Ｈ（ε）） ≤ ε， 其中 ｜ Ｘ（ｔ） ｜ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ 。

引理 １［１４ － １５］ 　 对 Ｍａｒｋｏｖ 过程 Ｘ（ｔ） ， 若存在具有正则边界的有界区域 Ｕ∈Ｒｄ 具有如下性质： １） 对

任意的 ｘ∈Ｕ， 扩散矩阵 Ａ（Ｘ） 的最小特征值是非零的； ２） 存在非负 Ｃ２⁃函数 Ｖ， 使得 ＬＶ 在 Ｒｄ ＼ Ｕ 上为

负数， 则 Ｍａｒｋｏｖ 过程 Ｘ（ｔ） 存在唯一的遍历平稳分布 μ（·） 。
引理 ２［１６］ 　 令 ｘ（ｔ） ∈ Ｃ［Ω × Ｒ＋，Ｒ＋］， １） 若存在正常数 α０ 、 Ｔ 和 α≥０， 使得当 ｔ ＞ Ｔ 时， ｌｎ ｘ（ｔ） ≤

αｔ － α０∫ ｔ

０
ｘ（ｓ）ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
βｉＢｉ（ｔ） ， 其中 βｉ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ） 是一个常数， Ｂｉ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ） 为独立标准布朗运动， 则

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

ｔ －１∫ ｔ

０
ｘ（ｓ）ｄｓ ≤ α ／ α０ ； ２） 若存在正常数 α０ 、 Ｔ 和 α≥０， 使得当 ｔ ＞ Ｔ 时， ｌｎ ｘ（ｔ） ≥ αｔ －

α０∫ ｔ

０
ｘ（ｓ）ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
βｉＢｉ（ｔ） ， 其中 βｉ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ） 是一个常数， Ｂｉ（１ ≤ ｉ ≤ ｎ） 为独立标准布朗运动， 则

·４５２·
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ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→＋∞

ｔ －１∫ ｔ

０
ｘ（ｓ）ｄｓ ≥ α ／ α０ 。

引理 ３　 考虑系统

ｄｘ１ ＝ ［ａｘ１ （ｔ） － ｂｘ２
１ （ｔ）］ｄｔ ＋ σ１ｘ１ （ｔ）ｄＢ１ （ｔ）， （４）

若 ａ －σ２
１ ／ ２ ＞ ０， 则 ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→＋∞
（ｌｎ ｘ１ （ｔ） ／ ｔ） ＝ ０。

引理 ４［１７ － １８］ 　 令Φ（ｔ） ＝ ｅ（ａ－σ２１ ／ ２） ｔ ＋σ１Ｂ１（ ｔ） ／ （１ ／ ｘ（０）） ＋ ｂ∫ ｔ

０
ｅ（ａ－σ２１ ／ ２）ｕ＋σ１Ｂ１（ｕ） ｄｕ，则Φ（ｔ） 是方程 ｄΦ（ｔ） ＝

Φ（ｔ）（ａ － ｂΦ（ｔ））ｄｔ ＋ σ１Φ（ｔ）ｄＢ１ （ｔ）（Φ（０） ＝ ｘ（０）） 的唯一解，且 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｓｕｐ Ｅ［Φ（ｔ）］ ≤ ａ ／ ｂ。

２　 全局正解的存在性和唯一性
定理 １　 对任意给定的初值 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２

＋， 系统 （３） 在 ｔ ∈ ［０，∞ ） 存在唯一正解 （ｘ（ｔ），
ｙ（ｔ））， 并且以概率 １ 存在于 Ｒ２

＋ 中。
证明　 因为式 （３） 的系数满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件， 并且对任意给的初值 （ｘ（０），ｙ（０）） ∈ Ｒ２

＋ ， 系

统 （３） 都会存在一个局部解 （ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）） ∈Ｒ２
＋ 在 ｔ∈［０，τｅ） 上， 其中 τｅ 是爆破时间。 现为了证明这个

解是全局的， 只需证明 τｅ ＝ ∞ 几乎处处成立。 因此， 令 ｋ０ ＞ １ 为任意大的常数， 使得 （ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）） ∈
［１ ／ ｋ０ ，ｋ０ ］ ， 对于任意的正数 ｋ≥ｋ０ ， 定义一个停时序列 τｋ ＝ ｉｎｆ ｛ｔ ∈ ［０，τｅ）：ｘ（ｔ） ⊈ （１ ／ ｋ，ｋ） 或 ｙ（ｔ） ⊈
（１ ／ ｋ，ｋ）｝。

定义 ｉｎｆ Φ ＝ ＋ ∞ （Φ 代表一个空集）。 显然当 ｋ→∞时， τｋ 是单调递增的， 且 τｋ ＜ τｅ， 于是有 τ∞ ＝
ｌｉｍ

ｋ→ ＋ ∞
τｋ， 其中 τ∞ ≤τｅ。 因此， 只需证明 τ∞ →∞ 。

假设 τ∞ →／ ∞ ， 则存在常数 Ｔ１ ≥０、 ε∈ （０，１） 和一个正整数 ｋ１ ≥ｋ０ ， 使得 Ｐ｛τｋ ≤ Ｔ１ ｝ ≥ ε ， ∀ｋ≥
ｋ１ 。

定义一个 Ｃ２⁃函数Ｖ（ｘ，ｙ）：Ｒ２
＋→Ｒ＋，Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ ｘ － ｌｎ ｘ ＋ ｙ － ｌｎ ｙ 。 由 Ｉｔô 公式可得， ｄＶ ＝ ＬＶｄｔ ＋ δ１（ｘ（ｔ）

－ １）ｄＢ１（ｔ） ＋ δ２（ｙ（ｔ） － １）ｄＢ２（ｔ） ， 其中， ＬＶ ＝ ａｘ － ｂｘ２ － ｓｘｙ ／ （β ＋ ｙ） － ａ ＋ ｂｘ ＋ ｓｙ ／ （β ＋ ｙ） ＋ ｈｘｙ ／ （β
＋ ｙ） － ｃｙ － ｆｙ２ ／ （ｙ２ ＋ ｈ２ ） － ｈｘ ／ （β ＋ ｙ） ＋ ｃ ＋ ｆｙ ／ （ｈ２

２ ＋ ｙ２ ） ＋ σ２
１ ／ ２ ＋ σ２

２ ／ ２ ≤－ ｂｘ２ ＋ ｘ（ａ ＋ ｂ ＋ ｈ） － ａ
＋ ｓ ＋ ｃ ＋ ［ － ｃｙ３ － ｆｙ２ ＋ ｆｙ － ｃｈ２

２ｙ ／ （ｈ２
２ ＋ ｙ２ ）］ ＋ σ２

１ ／ ２ ＋ σ２
２ ／ ２ ≤－ ｂ［ｘ － （ａ ＋ ｂ ＋ ｈ） ／ ｂ］ ２ ＋ ［ － ｃｙ３ － ｆｙ２

＋ ｆｙ － ｃｈ２
２ｙ ／ （ｈ２

２ ＋ ｙ２ ）］ ＋ （ａ ＋ ｂ ＋ ｈ） ２ ／ （４ｂ） － ａ ＋ ｓ ＋ ｃ ＋ σ２
１ ／ ２ ＋ σ２

２ ／ ２ ≤ Ｋ１ ＋ Ｋ２ ≤ Ｋ 。 其中 Ｋ１ 、 Ｋ２ 、
Ｋ 都是常数。

因为 （ － ｃｙ３ － ｆｙ２ ＋ ｆｙ － ｃｈ２
２ｙ） ／ （ｈ２

２ ＋ ｙ２ ） 最高项小于 ０， 所以当 ｙ≥０ 时， （ － ｃｙ３ － ｆｙ２ ＋ ｆｙ －
ｃｈ２

２ｙ） ／ （ｈ２
２ ＋ ｙ２ ） 一定有一个最大值 Ｋ１ ， Ｋ２ ＝ ［（ａ ＋ ｂ ＋ ｈ） ２ ／ （４ｂ）］ － ａ ＋ ｓ ＋ ｃ ＋ σ２

１ ／ ２ ＋ σ２
２ ／ ２， Ｋ ＝

Ｋ１ ＋ Ｋ２ 。 后面证明与文献 ［１９］ 相同， 这里省略。

３　 随机持久与灭绝
定理 ２　 对任意初始值 ｘ（０） ＞ ０、 ｙ（０） ＞ ０ ， 系统 （３） 的解都是随机最终有界的。
证明　 由式 （３） 可得， ｄｘ（ｔ） ≤ ｘ（ｔ）（ａ － ｂｘ（ｔ））ｄｔ ＋ σ１ｘ（ｔ）ｄＢ（ｔ） ， 根据引理 ４ 和随机微分方程的

比较定理， ｘ（ｔ） ≤ φ（ｔ） 对所有的 ｔ ∈ ［０，∞ ） 处处成立， 所以 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

Ｅｘ（ｔ） ≤ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

ＥΦ（ｔ） ≤ ａ ／ ｂ 。

再令 Ｇ（ ｔ） ＝ （ｈ ／ ｓ）ｘ（ ｔ） ＋ ｙ（ ｔ）， ｍ ＝ ｍｉｎ｛ａ，ｃ｝， 因此， ｄＧ（ ｔ） ＝ ［（ａｈ ／ ｓ）ｘ（ ｔ） － （ｈｂ ／ ｓ）ｘ２ （ ｔ） －
ｃｙ（ ｔ） － （ ｆｙ２ （ ｔ） ／ ｙ２ （ ｔ） ＋ ｈ２

２ ）］ｄｔ ＋ （ｈ ／ ｓｘ（ ｔ））σ１ ｄＢ１ （ ｔ） ＋ ｙ（ ｔ）σ２ ｄＢ２ （ ｔ） ≤ ［ｘ（ ｔ）（（ａｈ ／ ｓ） －
（ｈｂ ／ ｓ）ｘ（ ｔ）） －ｃｙ（ ｔ）］ｄｔ ＋ （ｈ ／ ｓ）ｘ（ ｔ）σ１ ｄＢ１ （ ｔ） ＋ ｙ（ ｔ）σ２ ｄＢ２ （ ｔ） ≤ ［（２ａｈ ／ ｓ）ｘ（ ｔ） － （ａｈ ／ ｓ）ｘ（ ｔ） －
（ｈｂ ／ ｓ）ｘ２ （ ｔ） － ｃｙ（ ｔ）］ｄｔ ＋ （ｈ ／ ｓ）ｘ（ ｔ）σ１ ｄＢ１ （ ｔ） ＋ ｙ（ ｔ）σ２ ｄＢ２ （ ｔ） ≤ ［（２ａｈ ／ ｓ）ｘ（ ｔ） － （ｈｂ ／ ｓ）ｘ２ （ ｔ）］ｄｔ －
ｍ（（ｈ ／ ｓ）ｘ（ ｔ） ＋ ｙ（ ｔ））ｄｔ ＋ （ｈ ／ ｓ）ｘ（ ｔ）σ１ ｄＢ１ （ ｔ） ＋ ｙ（ ｔ）σ２ ｄＢ２ （ ｔ） ， 对其两边同时积分得，

·５５２·
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Ｇ（ ｔ） ≤ Ｇ（０） ＋ ∫ ｔ

０
［（２ａｈ ／ ｓ）ｘ（ｕ） － （ｈｂ ／ ｓ）ｘ２ （ｕ） － ｍＧ（ｕ）］ｄｕ ＋

（ｈ ／ ｓ）σ１∫ ｔ

０
ｘ（ｕ）ｄＢ１ （ｕ） ＋ σ２∫ ｔ

０
ｙ（ｕ）ｄＢ２ （ｕ）。　 　

对其两边同时取期望得，

ＥＧ（ ｔ） ≤ Ｇ（０） ＋ ∫ ｔ

０
Ｅ［（２ａｈ ／ ｓ）ｘ（ｕ） － （ｈｂ ／ ｓ）ｘ２ （ｕ） － ｍＧ（ｕ）］ｄｕ，

ｄＥＧ（ ｔ） ／ ｄｔ ≤ （２ａｈ ／ ｓ）Ｅｘ（ ｔ） － （ｈｂ ／ ｓ）Ｅｘ２ （ ｔ） － ｍＥＧ（ ｔ）。
又因为 Ｅ（ｘ２ ） ≥ （Ｅ（ｘ））２ ， 所以， （２ａｈ ／ ｓ）Ｅｘ（ｔ） － （ｈｂ ／ ｓ）Ｅｘ２ （ｔ） ≤ （２ａｈ ／ ｓ）Ｅｘ（ｔ） － （ｈ ／ ｓ）（Ｅｘ（ｔ））２ ≤
（ａ２ｈ ／ （ｓｂ））， 即 ｄＥＧ（ｔ） ／ ｄｔ ≤ （ａ２ｈ ／ （ｓｂ）） － ｍＥＧ（ｔ）。

两边同时取上极限并整理得 ０ ≤ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

Ｅ（Ｇ（ ｔ）） ≤ （ａ２ｈ ／ （ ｓｂｍ））， 即 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

Ｅ（（ｈ ／ ｓ）ｘ（ ｔ） ＋

ｙ（ ｔ）） ≤ （ａ２ｈ ／ （ ｓｂｍ））。
由 Ｍａｒｋｏｖ 不等式可知， 对任意的 ｋ ＞ ０， 都有 Ｐ（ｘ（ｔ） ≥ ｋ） ≤ Ｅｘ（ｔ） ／ ｋ ， 即 ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→＋∞
Ｐ（ｘ（ｔ） ≥ ｋ） ≤

ａ ／ （ｂｋ） 。 令 ε ＝ ａ ／ （ｂｋ） ， 则对任意的 ε， 都存在一个 ｋ（ε） ＝ ｂε ／ ａ ， 使得 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

Ｐ（ｘ（ｔ）） ≥ ｋ（ε）） ≤

ε ， 因此 ｘ（ｔ） 是随机最终有界的， 并且存在 􀭰ｘ ＞ ０， 使得对所有的 ｔ≥０， ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

ｘ（ｔ） ≤ 􀭰ｘ 。 同理可得， 存

在一个 􀭰ｙ ＞ ０， 使得对所有的 ｔ≥０， ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

ｙ（ｔ） ≤ 􀭰ｙ 。

定理 ３　 设 （ｘ（ ｔ）、 ｙ（ ｔ）） 是系统 （３） 满足初始条件 ｘ（０） ＞ ０、 ｙ（０） ＞ ０ 的任意解， 则： ｉ） 如果

ａ ＜ σ２
１ ／ ２， 那么 ｘ（ ｔ） 将会灭绝； ｉｉ） 如果 ａ ＞ ｓ ＋ σ２

１ ／ ２， 那么 ｘ（ ｔ） 将会均值强持久。
证明　 对 ｌｎ ｘ 运用 Ｉｔô 公式， 得到

ｄｌｎ ｘ（ ｔ） ＝ ［ａ － ｂｘ（ ｔ） － σ２
１ ／ ２ － ｓｙ（ ｔ） ／ （β ＋ ｙ（ ｔ））］ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ （ ｔ）， （５）

ｄｌｎ ｘ（ ｔ） ≤ （ａ － σ２
１ ／ ２）ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ （ ｔ）， 式 （５） 两边同时积分并除以 ｔ 得， （ｌｎ ｘ（ｔ） － ｌｎ ｘ（０）） ／ ｔ ≤ （ａ －

σ２
１ ／ ２） ＋ σ１Ｂ１ （ｔ） ／ ｔ ， 两边同时取极限后， 由强大数定律以及条件 ｉ） 得， ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→＋∞
ｌｎ ｘ（ｔ） ／ ｔ ≤ ａ － σ２

１ ／ ２ ＜

０ 。 所以当 ｔ→ ＋ ∞ 时， ｘ（ ｔ） 将以指数趋向于 ０， 即 ｘ（ ｔ） 灭绝。
现在证明 ｉｉ）。 由式 （１） 可得， ｄｌｎ ｘ ＝ ［ａ － ｂｘ － ｓｙ ／ （β ＋ ｙ） － σ２

１ ／ ２］ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ （ ｔ） ≥ （ａ － ｂｘ －

ｓ － σ２
１ ／ ２）ｄｔ ＋ σ１ ｄＢ１ （ ｔ）， 即 ｌｎ ｘ（ｔ） － ｌｎ ｘ（０） ≥ （ａ － ｓ － σ２

１ ／ ２）ｔ － ｂ∫ ｔ

０
ｘ（ｕ）ｄｕ ＋ σ１Ｂ１ （ｔ）， 因此， 当 ａ －

ｓ － σ２
１ ／ ２ ＞ ０ 时， 由引理 ２ 得， ｌｉｍ ｉｎｆ

ｔ→＋∞
（∫ ｔ

０
ｘ（ｕ）ｄｕ） ／ ｔ ≥ （ａ － ｓ － σ２

１ ／ ２） ／ ｂ ＞ ０， 即 ｘ（ ｔ） 在条件 ｉｉ 下是均

值强持久的。
定理 ４　 设 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） 是系统 （３） 满足初始条件 ｘ（０） ＞ ０、 ｙ（０） ＞ ０ 的任意解， 则： ｉ） 当

０ ＜ ｈ ／ β（ａ － σ２
１ ／ ２） ＜ ｂ（ｃ ＋ σ２

２ ／ ２） 时， 则 ｙ（ ｔ） 灭绝； ｉｉ） 当 ｈ ／ 􀭰ｙ ＋ β（ａ － σ２
１ ／ ２） ＞ ｂ（ｃ ＋ σ２

２ ／ ２） 时， 则

ｙ（ ｔ） 将均值强持久。
证明　 ｉ） 将式 （ ５ ） 两边同时积分并除以 ｔ 可得， （ｌｎ ｘ（ ｔ） － ｌｎ ｘ（０）） ／ ｔ ≤ ａ － σ２

１ ／ ２ －

（ｂ ／ ｔ）∫ ｔ

０
ｘ（ｕ）ｄｕ ＋ σ１Ｂ１ （ ｔ） 。 由引理 ２ 得，

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

（∫ ｔ

０
ｘ（ｕ）ｄｕ） ／ ｔ ≤ （ａ － σ２

１ ／ ２） ／ ｂ。 （６）

对 ｌｎ ｙ 用 Ｉｔô 公式可得

ｄｌｎ ｙ（ ｔ） ＝ （ － ｃ － σ２
２ ／ ２ ＋ ｈｘ（ ｔ） ／ （β ＋ ｙ（ ｔ）） － ｆｙ（ ｔ） ／ （ｙ２ （ ｔ） ＋ ｈ２

２ ））ｄｔ ＋ σ２ ｄＢ２ （ ｔ）。 （７）

对式 （７） 两边同时积分并除以 ｔ 可得， （ｌｎ ｙ（ ｔ） － ｌｎ ｙ（０）） ／ ｔ ≤ （ － ｃ － σ２
２ ／ ２） ＋ （ｈ ／ ｔβ）∫ ｔ

０
ｘ（ｕ）ｄｕ －

ｆ ／ （ ｔ（ 􀭰ｙ２ ＋ ｈ２
２ ））∫ ｔ

０
ｙ（ｕ）ｄｕ ＋ σ２Ｂ２ （ ｔ） ／ ｔ， 即

·６５２·
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（ｌｎ ｙ（ ｔ） － ｌｎ ｙ（０）） ／ ｔ ≤ （ － ｃ － σ２
２ ／ ２） ＋ （ｈ ／ ｔβ）∫ ｔ

０
ｘ（ｕ）ｄｕ ＋ σ２Ｂ２ （ ｔ） ／ ｔ。 （８）

对式 （８） 两边同时取极限并将式 （６） 代入式 （８） 可得

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

（ｌｎ ｙ（ ｔ）） ／ ｔ ≤ （ｈ（ａ － σ２
１ ／ ２）） ／ （ｂβ） － （ｃ ＋ σ２

２ ／ ２）。 （９）

即当 ｈ（ａ － σ２
１ ／ ２） ＜ ｂβ（ｃ ＋ σ２

２ ／ ２） 时， ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

（ｌｎ ｙ（ｔ） ／ ｔ） ＜ ０， 即 ｙ（ｔ） 将以指数趋于 ０。

ｉｉ） 由式 （５）、 式 （７） 可得，

ｌｎ （ｘ（ ｔ） ／ ｘ（０）） ＝ （ａ － σ２
１ ／ ２） ｔ － ｂ∫ ｔ

０
ｘ（ｕ）ｄｕ － ∫ ｔ

０
［ ｓｙ（ｕ） ／ （ｙ（ｕ） ＋ β）］ｄｕ ＋ σ１Ｂ１ （ ｔ），

ｌｎ （ｙ（ｔ） ／ ｙ（０）） ＝ （ － ｃ － σ２
２ ／ ２）ｔ ＋ ｈ∫ ｔ

０
［ｘ（ｕ） ／ （β ＋ ｙ（ｕ））］ｄｕ － ∫ ｔ

０
［ｆｙ（ｕ） ／ （ｙ（ｕ）２ ＋ ｈ２

２］ｄｕ ＋ σ２Ｂ２（ｔ）。

所以，
ｈ ／ （ 􀭰ｙ ＋ β）ｌｎ （ｘ（ ｔ） ／ ｘ（０）） ＋ ｂｌｎ （ｙ（ ｔ） ／ ｙ（０）） ≥ ［ｈ ／ （ 􀭰ｙ ＋ β）（ａ － σ２

１ ／ ２） － ｂ（ｃ ＋ σ２
２ ／ ２）］ ｔ －

［ｂｆ ／ （ｈ２
２ ） ＋ ｓｈ ／ （（β ＋ 􀭰ｙ）β）］∫ ｔ

０
ｙ（ｕ）ｄｕ ＋ ｈｂ∫ ｔ

０
［ｘ（ｕ） ／ （β ＋ ｙ（ｕ）） － ｘ（ｕ） ／ （ 􀭰ｙ ＋ β）］ｄｔ ＋

ｈ ／ （β ＋ ｙ）σ１Ｂ１ （ ｔ） ＋ ｂσ２Ｂ２ （ ｔ） ≥ ［ｈ ／ （β ＋ 􀭰ｙ）（ａ － σ２
１ ／ ２） － ｂ（ｃ ＋ σ２

２ ／ ２）］ ｔ － ［ｂｆ ／ （ｈ２
２ ） ＋

ｓｈ ／ （（β ＋ 􀭰ｙ）β）］∫ ｔ

０
ｙ（ｕ）ｄｕ ＋ ｈ ／ （β ＋ 􀭰ｙ）σ１Ｂ１ （ ｔ） ＋ ｂσ２Ｂ２ （ ｔ）。

　 　 由引理 ３ 和随机微分方程的比较定理得， 当 ｔ ＞ ０ 时， ｘ（ｔ） ≤ ｘ１ （ｔ） ， 所以 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（（ｌｎ ｘ（ｔ）） ／ ｔ） ≤

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（（ｌｎ ｘ１ （ｔ）） ／ ｔ） ＝ ０ 。 又因为 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（（ － ｌｎ ｘ（０）） ／ ｔ） ＝ ０ ， 所以 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｌｎ （ｘ（ｔ） ／ ｘ（０）） ／ ｔ ≤ ０ ， 即存在

一个 Ｔ ＞ ０， 当 ｔ ＞ Ｔ 时， ｌｎ （ｘ（ｔ） ／ ｘ（０）） ／ ｔ ≤ ０ 。 所以当 ｔ ＞ Ｔ 时， ｌｎ （ｙ（ｔ） ／ ｙ（０）） ≥ （１ ／ ｂ）［ｈ ／ （β ＋ 􀭰ｙ）

（ａ －σ２
１ ／ ２） － ｂ（ｃ ＋ σ２

２ ／ ２）］ｔ － ［ｂｆ ／ ｈ２
２ ＋ ｓｈ ／ （（β ＋ 􀭰ｙ）β）］∫ ｔ

０
ｙ（ｕ）ｄｕ ＋ ｈ ／ （β ＋ 􀭰ｙ）σ１Ｂ１ （ｔ） ＋ ｂσ２Ｂ２ （ｔ） 。 再

根据引理 ２， ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→＋∞

（１ ／ ｔ）∫ ｔ

０
ｙ（ｕ）ｄｕ ≥ ｈ ／ （β ＋ 􀭰ｙ）（ａ － σ２

１ ／ ２） － ｂ（ｃ ＋ σ２
２ ／ ２）ｂ［ｂｆ ／ ｈ２

２ ＋ ｓｈ ／ （（β ＋ 􀭰ｙ）β］） ＞ ０，

所以当 ｈ ／ （β ＋ 􀭰ｙ）（ａ － σ２
１ ／ ２） ＞ ｂ（ｃ ＋ σ２

２ ／ ２） 时， ｙ（ｔ） 均值强持久。
注 １　 定理 ３ 和定理 ４ 表明， 当 ａ ＜ σ２

１ ／ ２ 时， 种群 ｘ（ ｔ） 灭绝； 当 ａ ＞ ｓ ＋ σ２
１ ／ ２ 时， ｘ（ ｔ） 将会均值

强持久。 当 ａ ＜ ｂβ（ｃ ＋ σ２
２ ／ ２） ／ ｈ ＋ σ２

１ ／ ２ 时， 种群 ｙ（ ｔ） 灭绝； 当 ａ ＞ （ｂ（β ＋ 􀭰ｙ）（ｃ ＋ σ２
２ ／ ２）） ／ ｈ ＋ σ２

１ ／ ２
时， 种群 ｙ（ ｔ） 均值强持久。 由此可见， 白噪声强度 σ１ 、 σ２ 对种群 ｘ（ ｔ） 和 ｙ（ ｔ） 的生存有较大的影响。
但是， 当 σ２

１ ／ ２ ＜ ａ ＜ ｓ ＋ σ２
１ ／ ２ 和（ｂβ（ｃ ＋ σ２

２ ／ ２）） ／ ｈ ＋ σ２
２ ／ ２ ＜ ａ ＜ （ｂ（β ＋ 􀭰ｙ）（ｃ ＋ σ２

２ ／ ２）） ／ ｈ ＋ σ２
１ ／ ２ 时，

种群 ｘ（ ｔ） 和 ｙ（ ｔ） 的持久与灭绝情况尚无法判断。

４　 遍历平稳分布的存在性
定理 ５　 若 λ ＝ ａ － σ２

１ ／ ２ － （（ａ ＋ ｂβ）ｃ） ／ ｈ － （（ａ ＋ ｂβ）σ２
２ ） ／ （２ｈ） － （βｃ（ａ ＋ ｂβ） ２ ） ／ （４ｈ２ｈ２

２ （ａ ＋
ｂβ ＋ ｓ）） ＞ ０ ， 则系统 （３） 存在唯一的遍历平稳分布 μ（·）。

证明　 为了证明定理 ５， 需要验证引理 １ 中条件 １ ）、 ２ ）。 系统 （ ３ ） 的扩散矩阵为 Ａ ＝
σ２

１ｘ２ ０

０ σ２
２ｙ２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷， 显然满足条件 １）。 下面验证条件 ２）。 定义 Ｃ２ ⁃函数 Ｖ（ｘ，ｙ）：Ｒ２
＋ → Ｒ ＋ ， Ｖ ＝ ＭＶ１ ＋ Ｖ２ ＋

ｅ ， 其中， Ｖ１ ＝ ｌｎ （β ＋ ｘ） － ｌｎ （ｘ） ＋ （ ｌ ／ ｈ）ｙ － （ａ ＋ ｂβ） ／ （ｈ）ｌｎ （ｙ）， Ｖ２ ＝ ｘ ＋ （ ｓ ／ ｈ）ｙ， Ｍ、 ｌ、 ｅ 都是

常数， ｅ ＝ － ｍｉｎ｛ＭＶ１ ＋ Ｖ２ ｝ 来确保 Ｖ 的非负性， ｌ ＝ （ｈ（ａ ＋ ｂβ ＋ ｓ）） ／ （ｃβ）， Ｍ 将在后面的证明中给

出。
ＬＶ１ ＝ （ｘ ／ （β ＋ ｘ） － １）（ａ － ｂｘ － ｓｙ ／ （β ＋ ｙ）） ＋ （１ ／ ２）（（１ ／ ｘ２ ） － （１ ／ （β ＋ ｘ） ２ ））σ２

１ｘ２ ＋

（（ ｌｙ ／ ｈ） － （ａ ＋ ｂβ） ／ ｈ）（ｈｘ ／ （β ＋ ｙ） － ｃ － ｆｙ ／ （ｙ２ ＋ ｈ２
２ ）） ＋ （ａ ＋ ｂβ） ／ （２ｈσ２

２ ） ≤

·７５２·
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ａｘ ／ （β ＋ ｘ） － ｂｘ２ ／ （β ＋ ｘ） ＋ ｂｘ － （ａ ＋ ｂβ） ／ （（β ＋ ｙ）ｘ） － ａ ＋ σ２
１ ／ ２ ＋ （ａ ＋ ｂβ） ／ （ｈｃ） ＋

（（ａ ＋ ｂβ） ／ （２ｈ））σ２
２ ＋ （ ｓ ／ β － （ｃｌ ／ ｈ））ｙ － ｆｌｙ２ ／ （ｈ（ｙ２ ＋ ｈ２

２ ）） ＋ （（ａ ＋ ｂβ） ｆｙ） ／ （ｈ（ｙ２ ＋ ｈ２
２ ）） ＋

ｌｘｙ ／ （β ＋ ｙ） ≤ ａｘ ／ （β ＋ ｘ） ＋ （ｂβｘ） ／ （β ＋ ｘ） － （ａ ＋ ｂβ） ／ （（β ＋ ｙ）ｘ） － ａ ＋ σ２
１ ／ ２ ＋

（（ａ ＋ ｂβ） ／ ｈ）ｃ ＋ （（ａ ＋ ｂβ） ／ （２ｈ））σ２
２ ＋ （ ｓ ／ β － （ｃｌ ／ ｈ））ｙ － ｆｌｙ２ ／ （ｈ（ｙ２ ＋ ｈ２

２ ）） ＋

（（ａ ＋ ｂβ） ｆｙ） ／ （ｈ（ｙ２ ＋ ｈ２
２ ）） ＋ ｌｘｙ ／ （β ＋ ｙ） ≤ （（ａ ＋ ｂβ）（ｘｙ － ｘ２ ）） ／ （（β ＋ ｘ）（β ＋ ｙ）） ＋

（ ｓ ／ β － （ｃｌ ／ ｈ））ｙ － ａ ＋ σ２
１ ／ ２ ＋ （ａ ＋ ｂβ ／ ｈ）ｃ ＋ （ａ ＋ ｂβ ／ （２ｈ））σ２

２ ＋ ｌｘｙ ／ （β ＋ ｙ） ＋

（ － ｆｌ（ｙ － （ａ ＋ ｂβ） ／ （２ｌ）） ２ ＋ （ ｆ（ａ ＋ ｂβ） ２ ／ （４ｌ））ｈ（ｙ２ ＋ ｈ２
２ ） ≤

（（ａ ＋ ｂβ）ｘｙ） ／ （βｘ） ＋ （ ｓ ／ β － （ｃｌ ／ ｈ））ｙ － ａ ＋ σ２
１ ／ ２ ＋ （（ａ ＋ ｂβ） ／ ｈ）ｃ ＋

（（ａ ＋ ｂβ） ／ （２ｈ））σ２
２ ＋ ｌｘｙ ／ （β ＋ ｙ） ＋ （ ｆ（ａ ＋ ｂβ） ２ ） ／ （４ｌｈｈ２

２ ） ＝
（ ｓ ／ β ＋ （ａ ＋ ｂβ） ／ （β） － （ｃｌ ／ ｈ）ｙ － λ ＋ ｌｘｙ ／ （β ＋ ｙ） ＝ － λ ＋ ｌｘｙ ／ （β ＋ ｙ），

λ ＝ ａ － σ１ ／ ２ － （（ａ ＋ ｂβ） ／ ｈ）ｃ － （（ａ ＋ ｂβ） ／ （２ｈ））σ２
２ － （βｃ（ａ ＋ ｂβ） ２ ） ／ （４ｈ２ｈ２

２ （ａ ＋ ｂβ ＋ ｓ）） ＞ ０。
ＬＶ２ ＝ ａｘ － ｂｘ２ － （ ｓｃ ／ ｈ）ｙ － ｓｆｙ２ ／ （ｈ（ｙ２ ＋ ｈ２

２ ）） ≤ ａｘ － ｂｘ２ － （ ｓｃ ／ ｈ）ｙ，
所以， ＬＶ ≤ Ｍ（ － λ ＋ ｘｙ ／ （β ＋ ｙ）） ＋ ａｘ － ｂｘ２ － （ ｓｃ ／ ｈ）ｙ ， 其中 Ｍ 满足 Ｍλ≥ａ２ ／（４ｂ） ＋ ２。

定义开集 Ｄε ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ ：ε１ ＜ ｘ ＜ １ ／ ε１ ，ε２ ＜ ｙ ＜ １ ／ ε２ ｝ ， 其中 ０ ＜ ε１ ＜ １、 ０ ＜ ε２ ＜ １ 为一个

充分小的数且满足： ε１ ≤ １ ／ （Ｍｌ） ， ε２
１ ≤ ｂ ／ （２（Ｎ１ ＋ １）） ， ε２ ≤ （βε１ ） ／ （Ｍｌ） ， ε２ ≤ ｓｃ ／ （２ｈ（Ｎ２ ＋ １）），

其中 Ｎ１ 、 Ｎ２ 都是常数， 会在后面的证明中给出。
将 Ｄｃ

ε ＝ Ｒ２
＋ ＼ Ｄε 分为如下 ４ 个区域： Ｄ１

ε ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ ：ｘ ＜ ε１ ｝，Ｄ２

ε ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２
＋ ：ｘ ＜ １ ／ ε１ ，

ｙ ＜ ε２ ｝；Ｄ３
ε ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ：ｘ ＞ １ ／ ε１ ｝，Ｄ４
ε ＝ ｛（ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ：ｙ ＞ １ ／ ε２ ｝。
情形 １　 在区域 Ｄ１

ε 上， 有 ＬＶ ≤－ Ｍλ ＋ Ｍｌｘ ＋ ａｘ － ｂｘ２ － （ ｓｃ ／ ｈ）ｙ ≤ Ｍｌε１ － ２ ≤－ １ 。
情形 ２　 在区域 Ｄ２

ε 上， 有 ＬＶ ≤－ Ｍλ ＋ Ｍｌｘｙ ／ β ＋ ａｘ － ｂｘ２ － （ｓｃ ／ ｈ）ｙ ≤ （Ｍｌε２ ） ／ （βε１ ） － ２ ≤－ １ 。
情形 ３　 在区域 Ｄ３

ε 上， 有 ＬＶ ≤－ Ｍλ ＋ （Ｍｌ ＋ ａ）ｘ － （ｂ ／ ２）ｘ２ － （ｂ ／ ２）ｘ２ － （ ｓｃ ／ ｈ）ｙ 。
注意到 － Ｍλ ＋ （Ｍｌ ＋ ａ）ｘ － （ｂ ／ ２）ｘ２ － （ ｓｃ ／ ｈ）ｙ 有上界， 不妨记为 Ｎ１ ， 因此有 ＬＶ ≤ Ｎ１ －

（ｂ ／ （２ε２
２ ）） ≤－ １ 。

情形 ４　 在区域 Ｄ４
ε 上， 有 ＬＶ ≤－ Ｍλ ＋ （Ｍｌ ＋ ａ）ｘ － ｂｘ２ － （ｓｃ ／ （２ｈ））ｙ － （ｓｃ ／ （２ｈ））ｙ ， 同理 － Ｍλ ＋

（Ｍｌ ＋ ａ）ｘ － ｂｘ２ － （ｓｃ ／ （２ｈ））ｙ 也有上界， 不妨记为 Ｎ２ ， 因此有 ＬＶ ≤ Ｎ２ － （ｓｃ ／ （２ｈε２ ）） ≤－ １。
综上所述， 对于任意的 （ｘ，ｙ） ∈ Ｒ２

＋ ＼ Ｄε ， 有 ＬＶ≤ － １， 即引理 １ 中条件 ２） 成立。 因此系统

（３） 存在唯一遍历平稳分布 μ（·） 。

５　 数值模拟
为了验证上述理论， 采用 Ｍｉｌｓｔｅｉｎ 高阶方法［２０］对给定初始值和参数的系统 （３） 进行数值模拟。
对于系统 （３）， 首先取初值 ｘ０ ＝ １􀆰 ２、 ｙ０ ＝ ０􀆰 ８， 并选择适当参数 ａ ＝ ０􀆰 ２、 ｂ ＝ ０􀆰 １、 ｓ ＝ ０􀆰 １、 β ＝

０􀆰 １、 ｈ ＝ ０􀆰 ０２、 ｃ ＝ ０􀆰 ０５、 ｈ２ ＝ ０􀆰 １、 ｆ ＝ ０􀆰 １。 当 σ１ ＝ ０􀆰 ０１ 时， 通过计算可得， ａ － ｓ ＝ ０􀆰 １ ＞ σ２
１ ／ ２ ＝

０􀆰 ０００ １， 满足定理 ３ｉｉ 的条件， 因此 ｘ（ ｔ） 均值强持久， 见图 １ａ； 其他参数不变， 把 σ１ ＝ ０􀆰 ０１ 增大到

σ１ ＝ ０􀆰 ７０， 此时 ａ ＝ ０􀆰 ２ ＜ σ２
１ ／ ２ ＝ ０􀆰 ２４５， 满足定理 ３ｉ） 的条件， ｘ（ ｔ） 灭绝， 见图 １ｂ； 改变 σ１ 、 σ２ 为

σ１ ＝ ０􀆰 ０１、 σ２ ＝ ２􀆰 ００， 其他参数不变， 此时满足定理 ４ｉ） ０ ＜ （ｈ ／ β）（ａ － σ２
１ ／ ２） ＝ ０􀆰 ０３９ ９９ ＜ ｂ（ｃ ＋

σ２
２ ／ ２） ＝ ０􀆰 ０４０ ５ 的条件， 此时 ｙ（ｔ） 灭绝， 见图 ２ａ； 当 σ１ ＝ ０􀆰 ０１、 σ２ ＝ ０􀆰 ０１ 时， ｈ ／ （β ＋ 􀭰ｙ）（ａ － σ２

１ ／ ２） ＞
０􀆰 ０１１ ４ ＞ ｂ（ｃ ＋ σ２

２ ／ ２） ＝ ０􀆰 ００５ ０ 成立， 满足定理 ４ｉｉ） 的条件， 此时 ｙ（ ｔ） 是持久的， 见图 ２ｂ。
图 １ 和图 ２ 表明， 白噪声对于浮游动植物具有一定的影响， 当白噪声较小时， 系统 （３） 的解会

在确定性模型解的附近波动； 当白噪声较大时， 浮游生物会趋于灭绝。 当取与图 １ａ 相同的参数时，

·８５２·
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此时满足定理 ５ 平稳分布的条件， 系统存在一个平稳分布， 见图 ３。

图 1 x（t）的随机系统的解与其确定性系统的解

Fig.1 The solution x（t） of stochastic system and its corresponding deterministic system
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图 2 y（t）的随机系统的解与其确定性系统的解

Fig.2 The solution y（t） of stochastic system and its corresponding deterministic system
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图 3 定理 5 条件下 x（t）与 y（t）的平稳分布图

Fig.3 Stationary distribution of x（t）and y（t） under the condition of theorem 5
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下面讨论注 １ 的情况。 分别取 σ１ ＝ ０􀆰 ５０ 和 σ１ ＝ ０􀆰 ６３， 其余参数与图 １ 相同， 这两个 σ１ 的值都

满足 σ２
１ ／ ２ ＜ ａ ＜ ｓ ＋ σ２

１ ／ ２， 由数值模拟的结果可以看出， 在 σ２
１ ／ ２ ＜ ａ ＜ ｓ ＋ σ２

１ ／ ２ 范围内种群 ｘ（ ｔ） 可能是

持久的 （见图 ４ａ）， 也可能是灭绝的 （见图 ４ｂ）。 同样， 当取 σ２ ＝ ０􀆰 ６ 和 σ２ ＝ １􀆰 ５， 这两个 σ２ 也都满

足注 １ （ｂβ（ｃ ＋ σ２
２ ／ ２）） ／ ｈ ＋ σ２

１ ／ ２ ＜ ａ ＜ （ｂ（β ＋ ｙ）（ｃ ＋ σ２
２ ／ ２）） ／ ｈ ＋ σ２

１ ／ ２ 的条件。 由数值模拟的结果

·９５２·
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可以看出， 在这个范围内种群 ｙ（ ｔ） 可能是持久的 （见图 ５ａ）， 也可能是灭绝的 （见图 ５ｂ）。

图 4 x（t）的随机系统的解与其确定性系统的解

Fig.4 The solutions x（t） of stochastic system and its corresponding deterministic system
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图 5 y（t）的随机系统的解与其确定性系统的解

Fig.5 The solution y（t） of stochastic system and its corresponding deterministic system
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６　 结论
本文研究了觅食竞技场下的浮游生物模型的动力学行为， 分别研究并证明系统 （３） 全局正解的

存在唯一性及浮游动植物数量的有界性， 表明此系统是符合生物生态学的， 具有可研究性。 其次得到

了系统 （３） 的平均持续生存与灭绝的充分条件， 表明环境扰动对浮游动植物的影响很大。 通过构造

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数， 得到了系统 （３） 存在唯一遍历平稳分布的充分条件。 最后， 通过数值模拟验证了所

得结论的正确性。 未来的工作可以考虑环境污染及种群之间的扩散， 这样会使模型的动力学更加丰富

和贴近实际。
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