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一类拟线性薛定谔方程解的存在性
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［摘要］ 在 ＲＮ 上探究形式为 － Δｕ ＋ Ｖ（ｘ）ｕ － Δ（ｕ２ ）ｕ ＝ ｈ（ｕ） 的拟线性薛定谔方程解的存在性， 其中

Ｎ≥３， Ｖ： ＲＮ→Ｒ， ｈ： Ｒ→Ｒ。 运用变分法和山路引理， 证明了当函数 Ｖ 和非线性项 ｈ 分别满足一些适当条

件时， 该拟线性薛定谔方程存在一个非平凡正解。
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０　 引言
受文献 ［１ － ５］ 的启发， 本文主要在 ＲＮ 上研究形式为

－ Δｕ ＋ Ｖ（ｘ）ｕ － Δ（ｕ２ ）ｕ ＝ ｈ（ｕ） （１）
的拟线性薛定谔方程， 其中 Ｎ ≥３ ， Ｖ ∈ Ｃ１ （ＲＮ，Ｒ） 且 ｈ ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒ） 。 形式上， 问题 （１） 的解对应于

泛函 Ｊ（ｕ） ＝ ∫
ＲＮ

（ ∇ｕ ２ ＋ Ｖ（ｘ）ｕ２ ）ｄｘ ／ ２ ＋ ∫
ＲＮ

ｕ２ ∇ｕ ２ ｄｘ － ∫
ＲＮ

Ｈ（ｕ）ｄｘ 的临界点， 其中 Ｈ（ ｔ） ＝

∫ ｔ

０
ｈ（ ｓ）ｄｓ 。 但可惜的是， 对于每个在空间 Ｈ１ （ＲＮ） 上的 ｕ， 泛函 Ｊ 可能没有很好的定义。 因此， 标准

变分方法不能得以运用。 为了克服这个困难， 本文应用了文献 ［６ － ７］ 的办法， 对变量 ｖ ＝ ｆ －１ （ｕ）

进行了同文献 ［８ － １２］ 相同的变换， 其中 ｆ（ ｔ） 在 ［０， ＋ ∞ ） 上由 ｆ ′（ ｔ） ＝ １ ／ １ ＋ ２ｆ ２ （ ｔ） 和 ｆ（０） ＝
０ 定义， 在 （ － ∞ ，０］ 上有 ｆ（ ｔ） ＝ － ｆ（ － ｔ） 。 关于函数 ｆ 的一些重要性质， 可以在文献 ［６ － ７， １３］ 中

找到。 因此， 利用上述变换， 可以将泛函 Ｊ（ｕ） 改写为

Ｉ（ｖ） ＝ ∫
ＲＮ

（ ∇ｖ ２ ＋ Ｖ（ｘ） ｆ ２ （ｖ））ｄｘ ／ ２ － ∫
ＲＮ

Ｈ（ ｆ（ｖ））ｄｘ。 （２）
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　 　 泛函 Ｉ（ｖ） 在 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｈ１ （ＲＮ） 中有很好的定义， 并且是属于 Ｃ１ 类的， 其中空间 Ｌｐ （ ＲＮ ） 和

Ｈ１ （ＲＮ） 的标准范数分别用 · ｐ 和 · 表示。 进而， 如果 ｖ ∈ Ｈ１ （ＲＮ） 是 Ｉ：Ｈ１ （ＲＮ） → Ｒ 的临界点， 那

么 ｕ ＝ ｆ（ｖ） 就是问题 （１） 的解。 在问题 （１） 中的非线性项 ｈ（ｕ） 同时满足 （ＡＲ） 条件 （存在 μ ＞

４， 使得对于任意的 ｔ∈Ｒ ＋ ， 有 ０ ＜ μ∫ ｔ

０
ｈ（ ｓ）ｄｓ ≤ ｈ（ ｔ） ｔ 成立） 和次临界增长条件的前提下， 人们使用

不同的方法找到了问题 （１） 的解， 详见文献 ［８ － ９， １４］。 值得注意的是， 大多数关于拟线性问题

的研究， 满足全局 （ＡＲ） 条件是必要的。
在证明许多偏微分方程有解的过程中， 满足 （ＡＲ） 条件是重要的， （ＡＲ） 条件不仅可以用来证

明与问题 （１） 对应的能量泛函具有山路几何结构， 而且还可以保证 Ｐａｌａｉｓ⁃Ｓｍａｌｅ 序列对于能量泛函

的有界性。 然而， 却有许多函数并不满足 （ＡＲ） 条件。 此外， 在实值泛函临界点的研究中， Ｐａｌａｉｓ⁃
Ｓｍａｌｅ 条件及其变式起着非常重要的作用。 为了保证全局紧性， 经常还需要非线性项 ｈ 具有次临界增

长条件， 即： （ｈ０ ） 存在 Ｃ ＞ ０ 和 ｑ ∈（２，２ × ２∗）（其中２∗ ＝ ２Ｎ ／ （Ｎ － ２）） ， 使得 ｈ（ ｔ） ≤ Ｃ（１ ＋ ｔｑ－１ ）
对于任意的 ｔ∈Ｒ ＋ 都成立。

本文考虑比 （ＡＲ） 条件更弱的一个条件和一类具有更一般增长条件的椭圆型偏微分方程。 假设

以下条件成立： （Ｖ１ ） 对于所有 ｘ ∈ ＲＮ ， 有 ０ ＜ α：＝ ｉｎｆｘ∈ＲＮＶ（ｘ） ≤ Ｖ（ｘ） ≤ Ｖ∞ ：＝ ｌｉｍ
ｘ →∞

Ｖ（ｘ） ＜ ＋ ∞

成立 ； （Ｖ２ ） 存在 σ ∈ ［１，２） ， 使得 ∇Ｖ（ｘ）ｘ ∈ Ｌ２∗ ／ （２∗－σ） （ＲＮ） 。
对于非线性项 ｈ， 假设以下 ３ 个条件成立： （ ｈ１ ） ｈ ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒ） 和 ｈ（ｔ） ＝ ｏ（ｔ） ， ｔ → ０ ＋ ； （ ｈ２ ）

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（ｈ（ｔ） ／ ｔ２×２∗－１ ） ＝０ ； （ｈ３ ） ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（ｈ（ｔ） ／ ｔ） ＝ ＋∞ 。 其中 （ｈ２ ） 弱于 （ｈ０ ）， （ｈ３） 弱于 （ＡＲ） 条件。

首先， 很明显 （ｈ０ ） 可以推导出 （ｈ２ ）， 这里存在函数， 满足更一般的增长条件 （ ｈ２ ）， 却不满

足次临界增长条件 （ｈ０ ）。 比如， 令 Ｈ（ ｔ） ＝ ｔ２ ×２∗ ／ ｌｎ（ｅ ＋ ｔ２ ） ， 则 ｈ（ ｔ） ＝ ［２ × ２∗ ｔ２ ×２∗－１ （ｅ ＋ ｔ２ ）ｌｎ（ｅ ＋
ｔ２ ） － ２ｔ２ ×２∗＋１ ］ ／ ［（ｅ ＋ ｔ２ ）（ｌｎ（ｅ ＋ ｔ２ ）） ２ ］ 。 可以看出， 函数 ｈ（ ｔ） 起关键作用的最高次幂项为带有

ｔ２ ×２∗－１ 的项， 显然不受 （ ｈ０ ） 中不等式右边的项所控制， 即不满足次临界增长条件。 然而

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（ｈ（ ｔ） ／ ｔ２ ×２∗－１ ） ＝ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

［２ × ２∗ ／ ｌｎ（ｅ ＋ ｔ２ ）］ － ｌｉｍ
ｔ→＋∞

［２ ／ （ｅ ／ ｔ２ ＋ １）（ｌｎ（ｅ ＋ ｔ２ ）） ２ ］ ＝ ０ ， 可见其满足更

一般的增长条件 （ｈ２ ）。
其次， 可以找到许多函数不满足 （ＡＲ） 条件。 例如， 函数 ｈ（ ｔ） ＝ ２ｔｌｎ（１ ＋ ｔ ） 不满足 （ ＡＲ）

条件但满足 （ｈ３ ）。 原因是 （ＡＲ） 条件是超二次的， 而该函数次数却不超过二次， 故不满足 （ ＡＲ）
条件。 又因为 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
（ｈ（ ｔ） ／ ｔ） ＝ ｌｉｍ

ｔ→＋∞
［２ｌｎ（１ ＋ ｔ ）］ ＝ ＋ ∞ ， 所以函数满足 （ｈ３ ）。

本文假设， 当 ｔ≤０ 时， ｈ（ ｔ） ＝ ０。
定理 １　 假设条件 （Ｖ１ ） ～（Ｖ２ ） 和 （ｈ１ ） ～（ｈ３ ） 成立， 问题 （１） 有一个非平凡的解。
文中， 字母 Ｃ 和 Ｃ ｊ 表示正常数， 它们在不同的地方可取不同的值。

１　 定理 １ 的证明
分 ３ 步来证明定理 １。
１） 满足 （ＰＳ） 条件。 因为没有假设非线性项 ｈ 在无穷远处是超四次线性的， 所以似乎很难去证明

泛函 Ｉ 对应的 （ＰＳ） 序列的有界性。 为了克服这个困难， 这里为泛函 Ｉ 构造一个特殊的 （ＰＳ） 序列。
首先， 通过条件 （ｈ１ ） 和 （ｈ３ ）， 可以找到一个正常数 Ｋ， 使得对于所有 ｔ∈Ｒ ＋ ， 都有 ｈ（ｔ） ＋ Ｋｔ ≥

０ 。 同时， 令 ＶＫ（ｘ） ＝ Ｖ（ｘ） ＋ Ｋ、 ｈＫ（ ｔ） ＝ ｈ（ ｔ） ＋ Ｋｔ 和 ＨＫ（ ｔ） ＝ ∫ ｔ

０
ｈＫ（ ｓ）ｄｓ 。 那么对于所有 ｔ∈Ｒ，

ＨＫ（ ｔ） ＝ Ｈ（ ｔ） ＋ Ｋｔ２ ／ ２ ≥ ０ 成立。 所以在 Ｈ１ （ＲＮ） 上构造了一族 Ｃ１ ⁃泛函 Ｉλ（ｖ） ＝ ∫
ＲＮ

（ ∇ｖ ２ ＋ ＶＫ（ｘ）

ｆ ２ （ｖ））ｄｘ ／ ２ － λ∫
ＲＮ

ＨＫ（ ｆ（ｖ））ｄｘ ， 其中 λ ∈ ［１ ／ ２，１］ 。 设 Ａ（ｖ） ＝ ∫
ＲＮ

（ ∇ｖ ２ ＋ ＶＫ（ｘ） ｆ ２ （ｖ））ｄｘ ／ ２，

·６６３·
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Ｂ（ｖ） ＝ ∫
ＲＮ

ＨＫ（ ｆ（ｖ））ｄｘ ， 这里 Ｉλ（ｖ） ＝ Ａ（ｖ） － λＢ（ｖ） ， 且 Ｂ 保持非负。

其次， 只需要证明泛函 Ｉ 满足文献 ［８］ 定理 ３􀆰 １ 的条件。 此证明过程可分为 ３ 步， 即： １） 当

‖ｖ‖→∞时， Ａ（ｖ） →＋ ∞ 或 Ｂ（ｖ） →＋ ∞ 至少有一个成立； ２） 对于所有的 λ ∈ ［１ ／ ２，１］ ， 集合 Γλ ＝
｛γ ∈ Ｃ（［０，１］ ， Ｈ１ （ＲＮ）） γ（０） ＝ ０ ， Ｉλ（γ（１）） ＜ ０｝ 非空； ３） ｃλ ＝ ｉｎｆγ∈Γλ

ｍａｘｔ∈［０，１］ Ｉλ（γ（ｔ）） ＞ ０ ，
对于所有的 λ ∈ ［１ ／ ２，１］ 成立。

事实上， 从函数 ｆ 的性质 （即存在一个正常数 Ｃ， 使得当 ｔ ≤ １ 时， ｆ（ ｔ） ≥ Ｃ ｔ ） 可得，

‖ｖ‖２ ＝ ∫
ＲＮ

∇ｖ ２ ｄｘ ＋ ∫
｛ｘ｜ ｜ ｖ（ｘ） ｜ ≤１｝

ｖ２ ｄｘ ＋ ∫
｛ｘ｜ ｜ ｖ（ｘ） ｜ ＞ １｝

ｖ２ ｄｘ ≤

∫
ＲＮ

∇ｖ ２ ｄｘ ＋ Ｃ１∫
｛ｘ｜ ｜ ｖ（ｘ） ｜ ≤１｝

ｆ ２ （ｖ）ｄｘ ＋ ∫
｛ｘ｜ ｜ ｖ（ｘ） ｜ ＞ １｝

｜ ｖ ｜ ２∗ ｄｘ ≤

∫
ＲＮ

∇ｖ ２ ｄｘ ＋ Ｃ２∫
ＲＮ

ＶＫ（ｘ） ｆ ２ （ｖ）ｄｘ ＋ Ｃ３ （∫
ＲＮ

∇ｖ ２ ｄｘ） ２∗ ／ ２ ≤

Ｃ４ （Ａ（ｖ） ＋ Ａ（ｖ） ２∗ ／ ２ ）。
这意味着， 当‖ｖ‖→∞ 时， Ａ（ｖ） →＋ ∞ ， 即 １） 得证。 现在证明 ２）。

考虑泛函 Ｊλ（ｕ） ＝ ∫
ＲＮ

（ ∇ｕ ２ ＋ ＶＫ（ｘ）ｕ２ ）ｄｘ ／ ２ ＋ ∫
ＲＮ

ｕ２ ∇ｕ ２ ｄｘ － λ∫
ＲＮ

ＨＫ（ｕ）ｄｘ 。 设 ＶＫ，∞ ＝ Ｖ∞ ＋

Ｋ， 取定一个非负函数 􀭵ｕ ∈ Ｃ∞
０ （ＲＮ） ＼ ｛０｝ 。 而后， 对于所有的 ｔ ＞ ０， 有

Ｊ１ ／ ２ （ ｔ􀭵ｕ（ｘ ／ ｔ）） ＝ ｔＮ∫
ＲＮ

｜∇􀭵ｕ ｜ ２ ｄｘ ／ ２ ＋ ｔＮ＋２∫
ＲＮ

ＶＫ（ ｔｘ）􀭵ｕ２ ｄｘ ／ ２ ＋ ｔＮ＋２∫
ＲＮ

􀭵ｕ２ ｜∇􀭵ｕ ｜ ２ ｄｘ － ｔＮ∫
ＲＮ

ＨＫ（ ｔ􀭵ｕ）ｄｘ ／ ２ ≤

ｔＮ＋２ ［∫
ＲＮ

｜∇􀭵ｕ ｜ ２ ｄｘ ／ ｔ２ ＋ ∫
ＲＮ

ＶＫ，∞ （ ｔｘ）􀭵ｕ２ ｄｘ ＋ ２∫
ＲＮ

􀭵ｕ２ ｜∇􀭵ｕ ｜ ２ ｄｘ － ∫
ＲＮ

ＨＫ（ ｔ􀭵ｕ） ／ ｔ２ ｄｘ］ ／ ２。

　 　 从条件 （ｈ３ ） 可知， 对于足够大的 ｔ ＞ ０， 有 Ｊ１ ／ ２ （ ｔ􀭵ｕ（ｘ ／ ｔ）） ＜ ０ 。 当 ｔ ＞ ０ 足够大时， 选择 ｕ０ ＝
ｔ􀭵ｕ（· ／ ｔ） ， 并定义 ｖ０ ＝ ｆ －１ （ｕ０ ） ， 则对于所有的 λ ∈ ［１ ／ ２，１］ ， 有 Ｉλ（ｖ０ ） ＝ Ｊλ（ｕ０ ） ≤ Ｊ１ ／ ２ （ｕ０ ） ＜ ０ 成

立。 定义 γ０ （ ｔ） ＝ ｔｖ０ ， 则对于所有的 λ ∈ ［１ ／ ２，１］ ， 有 γ０ ∈ Γλ 。

最后证明 ３）。 定义 Ｈ^（ｔ） ＝ － α ｆ ２ （ｔ） ／ ２ ＋ Ｈ（ｆ（ｔ）） 。 应用条件 （ｈ１ ）、 （ｈ２ ） 和函数 ｆ 的性质 （对所

有 ｔ∈Ｒ， 有 ｜ ｆ ′（ｔ） ｜ ≤ １ 和ｆ ２ （ｔ） ／ ２ ≤ ｆ（ｔ）ｆ ′（ｔ）ｔ ≤ ｆ ２ （ｔ） ， ｌｉｍ
ｔ→０

（ｆ（ｔ） ／ ｔ） ＝ １ ， ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（ｆ（ｔ） ／ ｔ） ＝ ２１ ／ ４ ） ，

可得

ｌｉｍ
ｔ→０

（ Ｈ^（ ｔ） ／ ｔ２ ） ＝ ｌｉｍ
ｔ→０

（ － α ｆ ２ （ ｔ） ／ （２ｔ２ ） ＋ Ｈ（ ｆ（ ｔ）） ／ ｔ２ ） ＝ ｌｉｍ
ｔ→０

［ － α ｆ ２ （ ｔ） ／ （２ｔ２ ）］ ＋

ｌｉｍ
ｔ→０

（Ｈ（ ｆ（ ｔ）） ／ ｔ２ ） ＝ － α ／ ２ ＋ ｌｉｍ
ｔ→０

［ ｈ（ ｆ（ ｔ）） ｆ ′（ ｔ） ／ （２ｔ）］ ＝ － α ／ ２，

ｌｉｍ （ Ｈ^（ ｔ） ／ ｔ ２∗ ） ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

［（ － α ｆ ２ （ ｔ） ／ （２ ｔ ２∗ ） ＋ Ｈ（ ｆ（ ｔ）） ／ （ ｔ ２∗ ））］ ＝

ｌｉｍ
ｔ→∞

［ － α ｆ ２ （ ｔ） ／ （２ ｔ ２∗ ）］ ＋ ｌｉｍ
ｔ→∞

（Ｈ（ ｆ（ ｔ）） ／ ｔ ２∗ ） ＝

０ ＋ ｌｉｍ
ｔ→∞

［ｈ（ ｆ（ ｔ）） ｆ ′（ ｔ） ／ ｔ ２∗－１ ］ ＝

ｌｉｍ
ｔ→∞

［（ｈ（ ｆ（ ｔ）） ／ ｆ（ ｔ） ２ ×２∗－１ ）（ ｆ（ ｔ） ２ ×２∗－２ ／ ｔ ２∗－１ ）（ ｆ（ ｔ） ｆ ′（ ｔ） ｔ ／ ｔ）］ ＝ ０。

　 　 因此， 对于所有的 ｔ∈Ｒ， 存在一个正常数 Ｃ１ ， 使得 Ｈ^（ ｔ） ≤－ αｔ２ ／ ４ ＋ Ｃ１ ｔ ２∗ 。 由于 λ≤１、
ＨＫ（ ｔ） ≥ ０ 和条件 （Ｖ１ ）， 从而有

Ｉλ（ｖ） ＝ ∫
ＲＮ

（ ∇ｖ ２ ＋ ＶＫ（ｘ） ｆ ２ （ｖ））ｄｘ ／ ２ － λ∫
ＲＮ

ＨＫ（ ｆ（ｖ））ｄｘ ≥ ∫
ＲＮ

（ ∇ｖ ２ ＋ ＶＫ（ｘ） ｆ ２ （ｖ））ｄｘ ／ ２ －

∫
ＲＮ

ＨＫ（ ｆ（ｖ））ｄｘ ＝ ∫
ＲＮ

（ ∇ｖ ２ ＋ Ｖ（ｘ） ｆ ２ （ｖ））ｄｘ ／ ２ － ∫
ＲＮ

Ｈ（ ｆ（ｖ））ｄｘ ≥

·７６３·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

（∫
ＲＮ

∇ｖ ２ ＋ α ｆ ２ （ｖ））ｄｘ ／ ２ － ∫
ＲＮ

Ｈ（ ｆ（ｖ））ｄｘ ＝

∫
ＲＮ

∇ｖ ２ ｄｘ ／ ２ － ∫
ＲＮ

Ｈ^（ｖ）ｄｘ ≥ ∫
ＲＮ

∇ｖ ２ ｄｘ ／ ２ ＋ α∫
ＲＮ

ｖ２ ｄｘ ／ ４ － Ｃ１∫
ＲＮ

｜ ｖ ｜ ２∗ ｄｘ ≥

ｍｉｎ｛１ ／ ２，α ／ ４｝‖ｖ‖２ － Ｃ２ ‖ｖ‖２∗ 。
因此， 可得出 ｃλ ＞ ０， 即 ３） 成立。

结合上面的证明和文献 ［８］ 的定理 ３􀆰 １ 可得， 存在 Ｊ１ ⊂ ［１ ／ ２，１］ 且ｍｅａｓ（Ｊ１ ） ＝ ０ ， 使得对于任

意的 λ ∈ ［１ ／ ２，１］ ＼ Ｊ１ ， 存在有界序列 ｛ｖｎ｝ ⊂ Ｈ１ （ＲＮ） ， 且同时满足 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｉλ（ｖｎ） ＝ ｃλ ， 在 Ｈ －１ （ＲＮ）

中， Ｉλ′（ｖｎ） → ０ 。 而当 ｎ→∞ 时， 由 ｃλ ＞ ０ 可导出‖ｖｎ‖→ ０。
通过文献 ［８］ 中的引理 ３􀆰 ６， 可得出 ｖλ 是泛函 Ｉλ 的非平凡临界点， 且有 Ｉλ（ｖλ） ≤ ｃλ 。 接下来

证明这个非平凡临界点 ｖλ 满足‖ｖλ‖≥δ， 其中 δ 是与 λ 无关的正常数。
事实上， 根据条件 （ｈ１ ）、 （ｈ２ ）、 函数 ｆ 的定义、 ｈＫ 的定义及文献 ［８］ 中的引理 ２􀆰 １， 对于所有

的 ｔ∈Ｒ， 有 ｈＫ（ ｆ（ ｔ）） ｆ ′（ ｔ） ｔ ≥ ０ ，
ｌｉｍ
ｔ→０

［ｈＫ（ ｆ（ ｔ）） ｆ ′（ ｔ） ｔ ／ （ ｆ（ ｔ） ｆ ′（ ｔ） ｔ）］ ＝ ｌｉｍ
ｔ→０

［ ｈ（ ｆ（ ｔ）） ｆ ′（ ｔ） ｔ ／ （ ｆ（ ｔ） ｆ ′（ ｔ） ｔ）］ ＋

ｌｉｍ
ｔ→０

［Ｋｆ（ ｔ） ｆ ′（ ｔ） ｔ ／ （ ｆ（ ｔ） ｆ ′（ ｔ） ｔ）］ ＝ ｌｉｍ
ｔ→０

（ｈ（ ｆ（ ｔ）） ／ ｆ（ ｔ） ＋ Ｋ） ＝ Ｋ，

ｌｉｍ
ｔ→∞

［ｈＫ（ ｆ（ ｔ）） ｆ ′（ ｔ） ｔ ／ ｔ ２∗ ］ ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

［ｈ（ ｆ（ ｔ）） ｆ ′（ ｔ） ｔ ／ ｔ ２∗ ］ ＋ ｌｉｍ
ｔ→∞

［Ｋｆ（ ｔ） ｆ ′（ ｔ） ｔ ／ ｔ ２∗ ］ ＝

ｌｉｍ
ｔ→∞

［（ｈ（ ｆ（ ｔ）） ／ ｆ（ ｔ） ２ ×２∗－１ ）（ ｆ（ ｔ） ２ ×２∗－２ ／ ｔ ２∗－１ ）（ ｆ（ ｔ） ｆ ′（ ｔ） ｔ ／ ｔ ）］ ＋ ０ ＝ ０。

因此对于所有的 ｔ∈Ｒ， 存在一个正常数 Ｃ１ ， 使得 ｈＫ（ｆ（ｔ）） ｆ ′（ｔ）ｔ ≤ （α ／ ２ ＋ Ｋ）ｆ（ｔ） ｆ ′（ｔ）ｔ ＋ Ｃ１ ｔ ２∗ 。
因为 ｖλ 是泛函 Ｉλ 的一个非平凡临界点， 所以由 〈 Ｉ′λ（ｖλ），ｖλ〉 ＝ ０ 可导出

∫
ＲＮ

（ ∇ｖλ
２ ＋ （α ＋ Ｋ） ｆ（ｖλ） ｆ ′（ｖλ）ｖλ）ｄｘ ≤ ∫

ＲＮ
（ ∇ｖλ

２ ＋ ＶＫ（ｘ） ｆ（ｖλ） ｆ ′（ｖλ）ｖλ）ｄｘ ＝

λ∫
ＲＮ

ｈＫ（ ｆ（ｖλ）） ｆ ′（ｖλ）ｖλｄｘ ≤ （α ／ ２ ＋ Ｋ）∫
ＲＮ

ｆ（ｖλ） ｆ ′（ｖλ）ｖλｄｘ ＋ Ｃ１∫
ＲＮ

｜ ｖλ ｜ ２∗ ｄｘ。

重新排列后， 得到

ｍｉｎ｛１，α ／ ４｝∫
ＲＮ

（ ∇ｖλ
２ ＋ ｆ ２ （ｖλ））ｄｘ ≤ ∫

ＲＮ
（ ∇ｖλ

２ ＋ αｆ（ｖλ） ｆ ′（ｖλ）ｖλ ／ ２）ｄｘ ＝

∫
ＲＮ

（ ∇ｖλ
２ ＋ （α ＋ Ｋ） ｆ（ｖλ） ｆ ′（ｖλ）ｖλ）ｄｘ － （α ／ ２ ＋ Ｋ）∫

ＲＮ
ｆ（ｖλ） ｆ ′（ｖλ）ｖλｄｘ ≤

Ｃ１∫
ＲＮ

｜ ｖλ ｜ ２∗ ｄｘ ≤ Ｃ２ （∫
ＲＮ

１ｄｘ） （２ －２∗） ／ ２ （∫
ＲＮ

∇ｖλ
２ ｄｘ） ２∗ ／ ２ ≤

Ｃ３ （∫
ＲＮ

｜ ｖλ ｜ ２ ｄｘ） ２∗ ／ ２ ≤ Ｃ４ （∫
ＲＮ

∇ｖλ
２ ＋ ｆ ２ （ｖλ））ｄｘ） ２∗ ／ ２ 。

　 　 由 ｖλ ≠０ 和文献 ［８］ 中的引理 ２􀆰 １， 可得 ‖ｖλ‖ ＝ （∫
ＲＮ

∇ｖλ
２ ＋ ｖ２

λ）ｄｘ） １ ／ ２ ≥ （∫
ＲＮ

∇ｖλ
２ ＋

ｆ ２ （ｖλ）ｄｘ） １ ／ ２ ≥ δ 对于某些正常数 δ 成立。
现在选择一个序列 λｎ ⊂ ［１ ／ ２，１］ ＼ Ｊ１ ， 使得 ｌｉｍ

ｎ→∞
λｎ ＝ １ 。 基于前面的证明和泛函 Ｉλ 的定义， 这

里存在一列函数 ｛ｖλ｝ ⊂ Ｈ１ （ＲＮ） ， 满足 Ｉλｎ
（ｖλｎ

） ≤ ｃλｎ
≤ ｃ１ ／ ２ 、 Ｉλｎ

（ｖλｎ
） ＝ ０ 和 ‖ｖλｎ

‖ ≥ δ ＞ ０ 。 接下

来要证明， ｛ｖλｎ
｝ 的确是泛函 Ｉ１ ＝ Ｉ 的一个有界的 （ＰＳ） 序列。

一方面， 借助于 Ｐｏｈｏｚ̌ａｅｖ 型恒等式 （见文献 ［８］ 中引理 ３􀆰 ８）、 文献 ［８］ 中推论 １ 和 Ｉλｎ
（ｖλｎ

） ≤
ｃ１ ／ ２ ， 同时利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式、 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式和条件 （Ｖ２ ）， 有

∫
ＲＮ

∇ｖλｎ
２ ｄｘ ≤∫

ＲＮ
∇Ｖ（ｘ）ｘ ｆ ２ （ｖλｎ

）ｄｘ ／ ２ ＋ Ｎｃ１ ／ ２ ≤｜∇Ｖ（ｘ）ｘ ｜ ２∗ ／ （２∗－σ） （∫
ＲＮ

ｆ ２ ×２∗ ／ σ（ｖλｎ
）ｄｘ） σ ／ ２∗ ／ ２ ＋

Ｎｃ１ ／ ２ ≤ Ｃ１ （∫
ＲＮ

ｖλｎ
２∗ｄｘ） σ ／ ２∗ ＋ Ｎｃ１ ／ ２ ≤ Ｃ２ （∫

ＲＮ
∇ｖλｎ

σ ／ ２ ＋ Ｎｃ１ ／ ２ ≤ Ｃ３ 。

·８６３·
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　 　 另一方面， 使用与前面证明‖ｖλ‖≥δ 中相同的参数， 得到 Ａ（ｖλｎ
） ≤ ｍａｘ｛１，ＶＫ，∞ ｝∫

ＲＮ
（ ∇ｖλｎ

２ ＋

ｆ ２ （ｖλｎ
））ｄｘ ／ ２ ≤ Ｃ４∫

ＲＮ
ｖλｎ

２∗ ｄｘ ≤ Ｃ５ （∫
ＲＮ

∇ｖλｎ
２ ｄｘ） ２∗ ／ ２ ≤ Ｃ６ 。 这里 ＶＫ，∞ ＝ Ｖ∞ ＋ Ｋ。 因此， 它表明

Ａ（ｖλｎ
） 是有界的， 又因为 Ａ 是强制的， 得到 ｛ｖλ｝ 在 Ｈ１ （ＲＮ） 上是有界的。

２） 山路几何结构。 事实上， 在步骤 １ 证明 １） 和 ２） 的过程中， 已经证明了泛函 Ｉλ 具有山路几

何结构。 又因为步骤 １ 中的 ２） 和 ３） 对于所有的 λ ∈ ［１ ／ ２，１］ 都是正确的， 现在取 λ ＝ １， 得到 Ｉ１ ＝
Ｉ 具有山路几何结构。

３） Ｉ 的临界值。 由于 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

Ｉ（ｖλｎ
） ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ

ｎ→∞
（Ｉλｎ

（ｖλｎ
） ＋ （λｎ － １）∫

ＲＮ
ＨＫ（ｆ（ｖλｎ

）ｄｘ）） ≤ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

ｃλｎ ＝

ｃ１ 。 同理， 在 Ｈ －１ （ＲＮ） 上有 Ｉ′（ｖλｎ
） → ０ 。 因此， 得到了 ｛ｖλｎ

｝ ⊂ Ｈ１ （ＲＮ） 是关于泛函 Ｉ 的一个有界的

（ＰＳ） 序列， 满足 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

Ｉ（ｖλｎ
） ≤ ｃ１ ， 且当 ｎ→∞ 时， 有 ‖ｖλｎ

‖ → ０ 。 然后利用文献 ［８］ 的引理

３􀆰 ６ 得到了 Ｉ 的一个非平凡临界点 ｖ。
通过标准的证明方法可以得出， 对于所有的 ｘ ∈ ＲＮ ， ｖ（ｘ） ≥ ０ 成立。

［ 参考文献 ］

［１］ ＡＲＣＯＹＡ Ｄ，ＢＯＣＣＡＲＤＯ Ｌ，ＯＲＳＩＮＡ Ｌ． Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔｓ ｆｏｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｓ ｗｉｔｈ ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒ ｓｉｎｇｕｌａｒ Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
［Ｊ］． Ｃａｌｃｕｌｕｓ ｏｆ Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｐａｒｔｉａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，２０１３，４７（１）：１５９⁃１８０． ＤＯＩ：１０． １００７ ／ ｓ００５２６⁃０１２⁃０５１４⁃３．

［２］ＪＩＮＧ Ｙ，ＬＩＵ Ｚ，ＷＡＮＧ Ｚ Ｑ． Ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｐａｒａｍｅｔｅｒ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｃａｌｃｕｌｕｓ ｏｆ Ｖａｒｉａ⁃
ｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｐａｒｔｉａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，２０１６，５５（６）：１５０． ＤＯＩ：１０． １００７ ／ ｓ００５２６⁃０１６⁃１０６７⁃７．

［３］ＲＵＩＺ Ｄ，ＳＩＣＩＬＩＡＮＯ Ｇ． Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｇｒｏｕｎｄ ｓｔａｔｅｓ ｆｏｒ ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ［ Ｊ］． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ，２０１０，２３
（５）：１２２１⁃１２３３． ＤＯＩ：１０． １０８８ ／ ０９５１⁃７７１５ ／ ２３ ／ ５ ／ ０１１．

［４］ＣＨＥＮ Ｊ Ｈ，ＴＡＮＧ Ｘ Ｈ，ＣＨＥＮＧ Ｂ Ｔ． Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｇｒｏｕｎｄ ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｓｕｐｅｒ⁃
ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ，２０１８，７９：２７⁃３３． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ａｍｌ． ２０１７． １１． ００７．

［５］ＺＨＡＮＧ Ｊ，ＺＨＡＮＧ Ｗ，ＴＡＮＧ Ｘ Ｈ． Ｇｒｏｕｎｄ ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｉｎ⁃ｖｅｒｓｅ ｓｑｕａｒｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ［Ｊ］． Ｄｉｓ⁃
ｃｒｅｔｅ ａｎｄ Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ，２０１７，３７（８）：４５６５⁃ ４５８３． ＤＯＩ：１０． ３９３４ ／ ｄｃｄｓ． ２０１７１９５．

［６］ＣＯＬＩＮ Ｍ，ＪＥＡＮＪＥＡＮ Ｌ． Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ： ａ ｄｕａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ［ Ｊ］． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ，２００４，
５６（２）：２１３⁃２２６． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｎａ． ２００３． ０９． ００８．

［７］ ＬＩＵ Ｊ Ｑ，ＷＡＮＧ Ｙ Ｑ，ＷＡＮＧ Ｚ Ｑ． Ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ Ⅱ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，２００３，１８７（２）：４７３⁃４９３． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ Ｓ００２２⁃０３９６（０２）０００６４⁃５．

［８］ＬＩＵ Ｈ Ｄ，ＺＨＡＯ Ｌ Ｇ． Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ａ ｇｅｎｅｒａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ［Ｊ］． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ
ｏｎ Ｐｕｒｅ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ，２０２０，１９（６）：３４２９⁃３４４４． ＤＯＩ：１０． ３９３４ ／ ｃｐａａ． ２０２００５９．

［９］ＬＩＵ Ｓ Ｂ，ＺＨＯＵ Ｊ． Ｓｔａｎｄｉｎｇ ｗａｖｅｓ ｆｏｒ ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，２０１８，２６５（９）：３９７０⁃３９８７． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｊｄｅ． ２０１８． ０５． ０２４．

［１０］ＭＩＹＡＧＡＫＩ Ｏ Ｈ，ＳＯＡＲＥＳ Ｓ Ｈ Ｍ． Ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇ ｅｒｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｇｒｏｗｔｈ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，２０１０，２４８（４）：７２２⁃７４４． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｊｄｅ． ２００９． １１． ０３０．

［１１］ＸＵ Ｌ Ｐ，ＣＨＥＮ Ｈ Ｂ． Ｇｒｏｕｎｄ ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｖｉａ Ｐｏｈｏｚ̌ａｅｖ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｉｎ Ｏｒｌｉｃｚ ｓｐａｃｅ［Ｊ］．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，２０１８，２６５（９）：４４１７⁃４４４１． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｊｄｅ． ２０１８． ０６． ００９．

［１２］ＣＨＥＮ Ｓ Ｔ，ＴＡＮＧ Ｘ Ｈ． Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｇｒｏｕｎｄ ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌｓ ａｎｄ
ａｌｍｏｓｔ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓ［Ｊ］． Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，２０１８，１５７：１⁃１３．

［１３］ＷＡＮＧ Ｙ Ｊ，ＺＯＵ Ｗ Ｍ． Ｂｏｕｎｄ ｓｔａｔｅｓ ｔｏ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ
Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１２，１９（１）：１９⁃４７． ＤＯＩ：１０． １０６３ ／ １． ４８３００２７．

［１４］ＳＥＶＥＲＯ Ｕ Ｂ，ＧＬＯＳＳ Ｅ，ＤＡ ＳＩＬＶＡ Ｅ Ｄ． Ｏｎ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｓｕｐｅｒｌｉｎｅａｒ ｏｒ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ
ｌｉｎｅａｒ ｔｅｒｍｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，２０１７，２６３（６）：３５５０⁃３５８０． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｊｄｅ． ２０１７． ０４． ０４０．

（责任编辑　 马建华　 英文审校　 黄振坤）

·９６３·


