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基于谱延迟校正的分数阶扩散方程的数值解法

杨郑亚， 陈雪娟， 梁宗旗

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 主要研究了时间分数阶扩散方程的高阶数值解法。 在空间方向上利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法， 在时间

方向上采用谱延迟校正方法， 得到空间和时间方向均有谱精度的离散格式， 并证明离散格式的稳定性和收

敛性。 最后通过数值例子验证了数值方法的可行性与有效性。
［关键词］ 时间分数阶扩散方程； 谱延迟校正； Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法； 稳定性； 收敛性
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０　 引言
分数阶偏微分方程是广义、 非整数阶的微分方程， 它能够获取在时间和空间上具有幕律内存内核

的非局部关系， 这为描述不同物质的记忆和继承性质提供了强有力的工具。 分数阶偏微分方程可以大

致分为时间分数阶偏微分方程、 空间分数阶偏微分方程和时空分数阶偏微分方程。 本文研究的时间

分数阶扩散方程是由标准的扩散方程用时间分数阶导数代替时间整数阶导数得到的， 可通过考虑

非马尔可夫过程中连续时间的随机游走问题导出此方程。 其中分数阶导数的物理解释是扩散材料

的记忆程度。
对于绝大多数的分数阶微分方程， 很难求得其解析解， 因此转向求解该类方程的数值解。 关于时

间分数阶扩散方程的数值解法已有不少成果。 Ｌｉｎ 等［１］ 对该方程在时间上和空间方向上分别采用了有
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限差分格式和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配置法， 并进行了误差估计和稳定性分析， 得到收敛阶为 Ｏ（ΔＴ２－α） ， 其中

ΔＴ 为时间步长。 Ｓｈｅｎ 等［２］利用有效时空法求解时间分数阶偏微分方程， 闵宝峰等［３］ 用插值法求解了

时间分数阶扩散方程等等。 差分格式虽然计算简单并且有高灵活性， 但是精度并不高。 同样， 在原方

程的解无穷光滑时， 谱方法具有 “无穷阶” 的收敛速度和逼近精度， 但是该方法仅仅只用在空间上，
时间上的精度并没有提高。

本文利用谱方法将空间离散， 然后采用谱延迟校正法求解时间分数阶扩散方程。 该数值格式使得

扩散方程在时空方向上都能达到较高的精度。 大多数学者将谱延迟校正方法用于求解整数阶的微分方

程， 例如 Ｍａｏ 等［４］利用半隐式谱延迟校正法求解了两类带非局部项的水波模型， Ｙｏｏｎ 等［５］ 利用谱延

迟校正法处理了多孔介质中的相关问题， Ｃｈｅｎ 等［６］利用半隐式谱延迟校正法求解了 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃｈａｈｎ 方程

和 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程。 而关于分数阶微分方程的谱延迟校正方法的研究成果较少。 Ｌü 等［７］ 利用谱延

迟校正方法求解分数阶常微分方程， 并说明收敛速度达到了 Ｏ（Δｔ（２－α）（ｐ＋１） ） 。 栾新等［８］ 利用谱延迟校

正法求解具有 Ｃａｐｕｔｏ 导数的时间分数阶扩散方程的初值问题， 并通过初步的数值实验证明了该方法

的有效性和可行性。 在处理带 Ｃａｐｕｔｏ 导数算子的分数阶微分方程组的初值问题时， 李京［９］ 利用谱延

迟校正的逐步修正的思想提高数值解的精度。 而本文将利用谱延迟校正方法求解时间分数阶偏微分方

程， 给出一个快速且精度高的数值逼近格式。
本文考虑的时间分数阶扩散方程为

Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） － ｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ（ｘ，ｔ），ｘ ∈ （０，２π），ｔ ∈ （０，Ｔ］，
ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０ （ｘ），ｘ ∈ （０，２π），
ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ（ｘ ＋ ２π，ｔ），ｔ ∈ （０，Ｔ］。

ì

î

í

ïï

ïï
（１）

其中： ｆ（ｘ，ｔ） 为己知函数； ｕｘｘ ＝ 􀆟２ｕ ／ 􀆟ｘ２ ； ｕ０ （ｘ） 为初值函数； Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数定义为 Ｃ
０ Ｄα

ｔ ｕ（ｘ，ｔ） ＝

（１ ／ Γ（１ － α）） ∫ｔ

０
（􀆟ｕ（ｘ，ｓ）·１ ／ （ ｔ － ｓ） αｄｓ，０ ＜ α ≤ １。

１　 分数阶扩散方程的空间离散
利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法对空间进行离散。 为了简化符号， 取 Λ ＝ （０，２π） 。 首先， 引入空间： Ｈ１

ｐ（Λ） ＝
｛ｖ ｜ ｖ，ｖ′ ∈ Ｌ２ （Λ），ｖ（ｘ） ＝ ｖ（ｘ ＋ ２π）｝； Ｈｍ（Λ） ＝ ｛ｖ ｜ ｖ ∈ Ｌ２ （Λ），ｄｋｘ ／ ｄｘｋ ∈ Ｌ２ （Λ），ｋ ∈ Ｚ ＋ ，ｋ ≤ ｍｕ。
其中： Ｌ２ （Λ） 表示平方可积的可测函数组成的空间， 在 Ｌ２ （Λ） 空间和 Ｈ１

ｐ（Λ） 空间中定义的内积和范

数为： （ｗ，ｖ） ＝ １ ／ ２π·∫２π

０
ｗｖ－ｄｘ，‖ｖ‖ ＝ （ｖ，ｖ） ，ｗ，ｖ ∈ Ｌ２ （Λ）； （ｗ，ｖ） １ ＝ １ ／ ２π·∫２π

０
（ｗｖ－ ＋ ｗ′ｖ－′）ｄｘ，

‖ｖ‖ ＝ （ｖ，ｖ） １ ，ｗ，ｖ∈Ｈ１ （Λ）； （ｗ，ｖ）ｍ ＝ １ ／ ２π· ∑
ｍ

ｋ ＝ －Ｎ ／ ２
ｗ（ｋ） ｖ－（ｋ） ｄｘ，‖ｖ‖ ＝ （ｖ，ｖ）ｍ ，ｗ，ｖ∈Ｈｍ（Λ）。

其中： ｖ－ 是 ｖ 的共轭。

取基函数 ｖｋ ＝ ｅｉｋｘ ， ｋ ＝ － Ｎ ／ ２，…，Ｎ ／ ２ ， 定义离散的空间 ＵＮ ＝ ｛ｖ ＝ ∑
Ｎ／ ２

ｋ ＝ －Ｎ ／ ２
ûｋ（ ｔ）ｅｉｋｘ：û －Ｎ ／ ２ ＝ ûＮ／ ２ ｝，

则方程 （１） 的变分问题为： 求 ｕＮ ∈ ＵＮ ， 对 ∀ｖＮ ∈ ＵＮ ， 成立

（􀆟αｕＮ ／ 􀆟２ ｔα，ｖＮ） － （􀆟２ｕＮ ／ 􀆟ｘ２ ，ｖＮ） ＝ （ ｆ，ｖＮ）。 （２）
式 （２） 适定性由著名的 Ｌａｘ⁃Ｍｉｌｇｒａｍ 引理保证。 接下来分析半离散格式的误差估计。

设 π１
Ｎ：Ｈ１ （Λ） → ＵＮ 的正交投影算子， 即对于 ∀ψ ∈ Ｈ１ （Λ） ， 定义 π１

Ｎψ ∈ ＵＮ ， 使得对于 ∀ｖＮ ∈
ＵＮ ， 成立 （􀆟απ１

Ｎψ ／ 􀆟ｔα，ｖＮ） － （􀆟２π１
Ｎψ ／ 􀆟ｘ２ ，ｖＮ） ＝ （􀆟αψ ／ 􀆟ｔα，ｖＮ） － （􀆟２ψ ／ 􀆟ｘ２ ，ｖＮ） ， 则有定理 １。

定理 １　 对 ∀ｕ ∈ Ｈｍ
ｐ （Λ） ， ０ ≤ μ ≤ ｍ ， 由文献 ［１０］ 可知

‖ｕ － ｕＮ‖μ ≤ ｃＮμ－ｍ‖ｕ‖ｍ，ｕＰＨｍ（Λ），ｍ ≥ １， （３）
旨在考虑 ‖ｕ － ｕＮ‖１ 。

·９６４·
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证明　 设 ｕ － ｕＮ ＝ （ｕ － π１
Ｎｕ） ＋ （π１

Ｎｕ － ｕＮ） 。 根据文献 ［１１］ 可知， 有

‖π１
Ｎｕ － ｕＮ‖１ ≤ ｃ‖ｕ － π１

Ｎｕ‖ｍ，ｍ ≥ １。 （４）
那么综合式 （３） 与式 （４）， 且由 ｜ ｕ ｜ ｍ ≤ ‖ｕ‖ｍ 可得误差估计

‖ｕ － ｕＮ‖１ ≤ ｃＮ１－ｍ‖ｕ‖ｍ。 （５）

其中 ｃ 是一个常数。 对 ｕＮ 与 ｆ 作 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换得 ｕＮ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
Ｎ／ ２

ｋ ＝ －Ｎ ／ ２
（ûｋ（ ｔ）ｅｉｋｘ，ｆ（ｘ，ｔ）） ＝ ∑

Ｎ／ ２

ｋ ＝ －Ｎ ／ ２
ｆ＾ ｋｅｉｋｘ。 其中

ûｋ 是 Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数， 给出

ûｋ ＝ （ｕ，ｅｉｋｘ） ＝ １ ／ ２π·∫２π

０
ｕ（ｘ）ｅ －ｉｋｘｄｘ。 （６）

将式 （６） 代入变分问题并整理得 ∑
Ｎ／ ２

ｋ ＝ －Ｎ／ ２
（（ｅｉｋｘ，ｖｊ）Ｃ

０ Ｄｔûｋ（ｔ）） ＋ ∑
Ｎ／ ２

ｋ ＝ －Ｎ／ ２
（ｋ２ûｋ（ｔ）（ｅｉｋｘ，ｖｊ）） ＝ ∑

Ｎ／ ２

ｋ ＝ －Ｎ／ ２
ｆ＾ ｋ（ｅｉｋｘ，ｖｊ）。

其中： ｖｊ ＝ ｅｉｊｘ，ｊ ＝ － Ｎ ／ ２，…，０，…，Ｎ ／ ２ 。 因三角函数系 ｛ｅｉｋｘ｝ 的正交性质为 （ｅｉｋｘ，ｅｉｊｘ） ＝ １ ／ ２π ·

∫２π

０
ｅｉ（ｋ－ｊ）ｘｄｘ ＝ １，ｋ ＝ ｊ，

０，ｋ ≠ ｊ，{ 则式 （５） 简化为

Ｃ
０ Ｄα

ｔ ûｋ（ ｔ） ＋ ｋ２û（ ｔ） ＝ ｆ＾ ｋ，ｋ ＝ － Ｎ ／ ２，…，Ｎ ／ ２。 （７）

　 　 将式 （７） 写成矩阵形式 ＲＣ
０ Ｄα

Ｔ ＝ ｔû（ ｔ） － Ｋû（ ｔ） ＝ ｆ＾ （ ｔ） 。 其中： Ｒ 是单位矩阵； Ｋ 是以 ｋ２ 为元素

的对角矩阵； û（ ｔ） 和 ｆ＾ （ ｔ） 都是 （Ｎ ＋ １） × １ 的向量。

２　 分数阶扩散方程的时间离散
谱延迟校正 （ＳＤＣ） 最早是由 Ｄｕｔｔ 等［１２］为了求解常微分方程而提出的一种高阶稳定的数值方法。

该方法的基本思想就是： 将常微分方程求解区间离散为 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 网格， 用相应的 Ｐｉｃａｒｄ 积分方

程代替原时间常微分方程， 然后用显示 Ｅｕｌｅｒ 或隐式 Ｅｕｌｅｒ 方法近似求解积分方程， 并在同一个网格

上得到一系列 “误差方程”， 将解修正到越来越高的精度。
分数阶扩散方程由上述 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法进行空间离散后， 得到一个带时间分数阶导数的常微分方

程组
Ｃ
０ Ｄα

ｔ û（ ｔ） ＝ Ｆ（ ｔ，û（ ｔ）），ｔ ∈ ［０，Ｔ］，
û（０） ＝ û０

{ （８）

其中： Ｆ（ｔ，û（ｔ）） ＝ Ｋû（ｔ） ＋ ｆ＾ ， û０ ∈ Ｃｎ； Ｆ：Ｒ × Ｃｎ → Ｃｎ，ｎ ∈ Ｒ ， 并且假设 Ｆ 是足够光滑以使得式 （８）
是适定的。 将时间区间 ［０，Ｔ］ 划分成 Ｍ 个不重叠的子区间： ［０，Ｔ］ ＝ ∪Ｍ－１

ｊ ＝ ０ ［ ｔ ｊ，ｔ ｊ ＋１ ］ ，ｔ ｊ ＝ ｊΔＴ ，
ΔＴ 是每个区间的长度， 将在每个子区间上进行谱延迟校正， 进而阐述谱延迟校正方法是如何在区间

［ ｔ ｊ，ｔ ｊ ＋１ ］ 上求解的。 为了简化符号， 用一般性区间 ［ａ，ｂ］ 用来表示区间 ［ ｔ ｊ，ｔ ｊ ＋１ ］。
２􀆰 １　 校正方程

把式 （８） 化成等价的 Ｐｉｃａｒｄ 积分方程的形式， 对其两边同时进行分数阶积分可得 û（ ｔ） ＝ û０ ＋

（１ ／ Γ（α）） ∫ｔ

０
Ｆ（τ，û（τ）） ／ （ ｔ － τ） １－αｄτ，ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ， 考虑一般性区间 ［ａ，ｂ］ ， 简化为

û（ ｔ） ＝ ûａ（ ｔ） ＋ （１ ／ Γ（α）） ∫ｔ

ａ
Ｆ（τ，û（τ）） ／ （ ｔ － τ） １－αｄτ，ｔ ∈ ［０，Ｔ］。 （９）

其中： û（ ｔ） ＝ û０ ＋ （１ ／ Γ（α）） ∫ａ

０
Ｆ（τ，û（τ）） ／ （ ｔ － τ） １－αｄτ是非局部历史项。 假设己经获得式 （９） 的一

个近似解 û０ （ ｔ） ， 那么可相应地定义出一个误差函数 δ（ ｔ） ＝ û（ ｔ） － û０ （ ｔ） ， 将其代入式 （９） 可得

û０ （ ｔ） ＋ δ（ ｔ） ＝ ûａ（ ｔ） ＋ （１ ／ （Γ（α））） ∫ｔ

ａ
（ ｔ － τ） α－１Ｆ（τ，û０ （τ） ＋ δ（τ））ｄτ， （１０）

另一方面， 也可以定义残差函数为

·０７４·
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ε（ ｔ，û０ （ ｔ）） ＝ ûａ（ ｔ） ＋ （１ ／ （Γ（α））） ∫ｔ

ａ
（ ｔ － τ） α－１Ｆ（τ，û０ （τ）ｄτ － û０ （ ｔ）， （１１）

结合式 （１０） 和式 （１１）， 可以推导出校正方程为

δ（ ｔ） ＝ （１ ／ （Γ（α））） ∫ｔ

ａ
（ ｔ － τ） α－１ ［Ｆ（τ，û０ （τ） ＋ δ（τ）） － Ｆ（τ，û０ （τ））］ｄτ ＋ ε（ ｔ，û０ （ ｔ））。 （１２）

　 　 根据校正方程 （１２） 可以相对应求出一个误差 δ（ ｔ） ， 将误差与初始值 û０ （ ｔ） 相加， 即 û１ ＝
û０ （ ｔ） ＋ δ（ ｔ） ， 得到第一层的校正值； 然后， 把 û１ 作为新的初始值继续进行法代， 直到得到满足精度

要求的数值解。
上述校正过程也可以用矩阵的形式来实现。

２􀆰 ２　 谱延迟校正法的矩阵形式

设 ａ ＝ ｓ０ ，ｓ１ ，…，ｓｐ ＝ ｂ 是区间 ［ａ，ｂ］ 上的 ｐ ＋ １ 个 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 点， 且 ｒ０ ，ｒ１ ，…，ｒｐ 是

［ － １，１］ 上的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 点， 则它们的关系为 ｓｉ ＝ （ｂ － ａ） ｒｉ ／ ２ ＋ （ｂ ＋ ａ） ／ ２，ｉ ＝ ０，１，…，ｐ。
设 ûｋ

ｉ 表示 ûｋ（ ｓｉ） 的近似解 （同样有 δｋｉ 和 εｋ
ｉ ）， 其中 ｋ 代表第 ｋ 次法代。 为了计算一系列误差 δｋｉ ， 从

方程 （１２） 可知需要通过式 （１１） 计算出残差函数 εｋ
ｉ 。 设 Ｆ（ ｔ，ｕｋ（ ｔ）） 由 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 点插

值近似， 则 Ｆｐ（ｔ，ûｋ（ｔ）） ＝ ＩｐＦ（ｔ，ûｋ（ｔ）） ＝ ∑
ｐ

ｍ ＝０
（Ｆｋ

ｍｈ
＾
ｍ（ｔ）） 。 其中： Ｆｋ

ｍ： ＝ Ｆ（ｓｍ，ｕｋ（ｓｍ））； Ｉｐｖ（ｔｊ） ＝ ｖ（ｔｊ）

是插值算子； ｈ＾ ｊ（ ｔ） 是区间 ［ａ，ｂ］ 上基于 ｐ ＋ １ 个 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 点的插值基函数， 则残差函数

ε（ ｓ，ｕｋ（ ｓ）） 近似为

ε ＝ ｕａ ＋ ΔＴαＡＦ － ｕｋ。 （１３）
其中： εｋ ＝ ［εｋ

０ ，εｋ
１ ，…，εｋ

ｐ］ Ｔ； ｕａ ＝ ［ûａ（ ｓ０ ），ûａ（ ｓ１ ），…，ûａ（ ｓｐ）］ Ｔ； Ｆｋ ＝ ［Ｆｋ
０ ，Ｆｋ

１ ，…，Ｆｋ
ｐ］ Ｔ； ｕｋ ＝ ［ûｋ

０ ，
ûｋ

１ ，…，ûｋ
ｐ］ Ｔ； Ａ ＝ ＩＮ 􀱋 Ａ 是一个 Ｎ（ｐ ＋ １） × Ｎ（ｐ ＋ １） 块对角矩阵， ＩＮ 是一个 Ｎ × Ｎ 的单位矩阵。 Ａ 叫

做谱积分矩阵， 给出形式 Ａｉｊ ＝ （１ ／ ２α·Γ（α）） ∫ｒｉ

－１
（ ｒｉ － ｒ） α－１ｈ ｊ（ ｒ）ｄｒ 。 其中： ｈ＾ ｊ（ ｒ） 是区间 ［ － １， １］

上基于 ｐ ＋ １ 个 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 点的插值基函数。
推导线性问题的矩阵形式的法代的表达式为 Ｆ（ ｔ，û（ ｔ）） ＝ Ｋû（ ｔ） ＋ ｆ＾（ ｔ） ， 其中 Ｋ∈Ｒｎ 且每个分量

都是常数， 则校正方程 （１２） 化为

δ（ ｔ） ＝ （１ ／ Γ（α）） ∫ｔ

ａ
（ ｔ － τ） α－１Ｋδ（τ）ｄτ ＋ ε（ ｔ）， （１４）

对于第 ｋ 步修正， 利用向后 Ｅｕｌｅｒ 格式， 并注意到 δｋ０ ＝ εｋ
０ ＝ ０ ， 可得 δｋｉ ＝ （１ ／ Γ（α ＋ １））∑

ｉ

ｌ ＝ １
Ｋ ｓ～ α

ｉ，ｌδｋｌ ＋

εｋ
ｉ ，ｉ ＝ １，…，ｐ 。 其中： ｓ～ α

ｉ，ｌ ＝ （ ｓｉ － ｓｌ －１ ） α － （ ｓｉ － ｓｌ） α，１ ≤ ｌ ≤ ｉ 。
将式 （１４） 写为矩阵形式如下：

（ Ｉ － ΔＴαＡ
～
Ｋδ） ＝ εｋ。 （１５）

其中： δｋ ＝ ［δｋ０，δｋ１，…δｋｐ］； εｋ ＝ ［εｋ
０，εｋ

１，…εｋ
ｐ］； Ｋ ＝ Ｉｐ＋１ 􀱋 Ｋ； Ａ～ ＝ Ａ 􀱋 ＩＮ 且矩阵为

ΔＴαＡ
～

＝ １
Γ（α）·α·

０ ０ ０ … ０ ０

０ ｓ～ α
１，１ ０ … ０ ０

０ ｓ～ α
２，１ ｓ～ α

２，２ … ０ ０
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

０ ｓ～ α
ｐ－１，１ ｓ～ α

ｐ－１，２ … ｓ～ α
ｐ－１，ｐ－１ ０

０ ｓ～ α
ｐ，１ ｓ～ α

ｐ，２ … ｓ～ α
ｐ，ｐ－１ ｓ～ α

ｐ，ｐ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

。

　 　 类似的， 对于显示 Ｅｕｌｅｒ 格式， 矩阵 ΔＴαＡ
～
可给出形式

·１７４·
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ΔＴαＡ
～

＝ １
（Γ（α）·α）·

０ ０ … ０ ０ ０

ｓ～ α
１，１ ０ … ０ ０ ０

ｓ～ α
２，１ ｓ～ α

２，２ … ０ ０ ０
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

ｓ～ α
ｐ－１，１ ｓ～ α

ｐ－１，２ … ｓ～ α
ｐ－１，ｐ－１ ０ ０

ｓ～ α
ｐ，１ ｓ～ α

ｐ，２ … ｓ～ α
ｐ，ｐ－１ ｓ～ α

ｐ，ｐ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

。

　 　 假设已经获得到了一个临时解 ｕｋ， 则利用方程 （１５） 有 ｕｋ＋１ ＝ ｕｋ ＋ δｋ ＝ ｕｋ ＋ （ Ｉ － ΔＴαＡ
～
Ｋ） －１εｋ，

通过该式和式 （１３）， 可以推出

ｕｋ＋１ ＝ （ Ｉ － ΔＴαＡ
～
Ｋ） －１ｕａ ＋ Ｃｕｋ ＋ （ Ｉ － ΔＴαＡ

～
Ｋ） －１ ΔＴαＡｆ。 （１６）

其中 Ｃ 称为 “校正矩阵”， 公式为

Ｃ ＝ （ Ｉ － ΔＴαＡ
～
Ｋ） －１ ΔＴα（Ａ － Ａ

～
）Ｋ。 （１７）

因此， 用 ｋ 代替 ｋ ＋ １， 得到

ｕｋ ＝ （ Ｉ － ΔＴαＡ
～
Ｋ） －１ｕａ ＋ Ｃｕｋ－１ ＋ （ Ｉ － ΔＴαＡ

～
Ｋ） －１ ΔＴαＡｆ。 （１８）

用式 （１６） 减去式 （１８）， 得到递推关系： δｋ ＝ Ｃδｋ－１ ＝ Ｃｋδ０ 。 因此， 有 Ｎｅｕｍａｎｎ 级数展开式给出的

第 ｋ 次校正后的解为

ｕｋ ＝ ｕ０ ＋ ∑
Ｋ－１

ｉ ＝ ０
Ｃｉδ０ 。 （１９）

　 　 同样， 通过在 Ｇａｕｓｓ 型配点处离散方程 （１４） 可以得到上述 Ｎｅｕｍａｎｎ 级数展开式。 特别的， 有

（ Ｉ － ΔＴαＡＫ）δ ＝ ε。 （２０）
其中 Ａ 可以由式 （１３） 得到。 ＳＤＣ 方法是用求解式 （１５） 得到的低阶近似值 δｋ 通过法代来逼近上述

系统。 在式 （２０） 左右两端同时乘以 （ Ｉ － ΔＴαＡ
～
Ｋ －１ ） ， 可以得到如下预处理系统 （ Ｉ － ΔＴαＡ

～
Ｋ） －１ （ Ｉ －

ΔＴαＡＫ）δ ＝ （ Ｉ － ΔＴαＡ
～
Ｋ） －１ε ＝ δ０ 。 通过整理得 （ Ｉ － Ｃ）δ ＝ δ０ 。 其中 Ｃ 是式 （１７） 给出的， 并且注

意到当 λΔＴ 很小时， Ａ
～
是 Ａ 的低阶近似， 那么上述线性系统的解由 Ｎｅｕｍａｎｎ 级数展开式给出 δ ＝

δ０ ＋ Ｃδ（δ０ ＋ Ｃδ） ＝ δ０ ＋ Ｃδ０ ＋ Ｃ２δ ＝ … ＝ δ０ ＋ Ｃδ０ ＋ Ｃ２δ０ ＋ …， 它和式 （１９） 是等价的。 这意味

着 ＳＤＣ 方法等价于求解由低阶近似系统式 （１５） 预处理的谱配置系统式 （２０）。
通过谱延迟校正方法， 求得数值解， 对此数值解做 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换， 可得到原问题的解。

２􀆰 ３　 稳定性和收敛性分析

对 ＳＤＣ 格式的稳定性和收敛性进行分析， 假设得到了 ＳＤＣ 方法的解在每个子区间上关于 ｐ 次多

项式的误差估计， 设 ûｐ（ ｔ） 是 ＳＤＣ 校正过程得到的近似解， 则其满足

ûｐ（ ｔ） ＝ û０ （ ｔ） ＋ （１ ／ Γ（α）） ∫ｔ

０
（ ｔ － τ） α－１ ＩｐＦ（τ）ｄτ，ｔ ∈ ［ａ，ｂ］。 （２１）

利 用 式 （ ２１ ） 与 式 （ ８ ）， 可 得 到 û（ ｔ） － ûｐ ＝ （１ ／ Γ（α）） ∫ｔ

０
（ ｔ － τ） α－１ （Ｆ － ＩｐＦ）（τ）ｄτ ≤

（Ｔα ／ （Γ（１ ＋ α）） Ｆ － ＩｐＦ ∞ 。 那么借助文献 ［１３］ 中的 （４􀆰 １１） 式， 则误差估计如下定理。
定理 ２　 假设 Ｆ（ ｔ） ∈ Ｈｍ（［ａ，ｂ］） ， 并设 û（ ｔ） 和 ûｐ（ ｔ） 分别是式 （８） 和式 （２１） 的解， 则成立

û（ ｔ） － ûｐ ∞ ≤ ＣＴαｐ１ ／ ２－ｍ Ｆ（ ｔ） ∞ ， 说明收敛性仅仅依赖于 Ｆ 相对于 ｔ 的正则性。
节 ２􀆰 ２ 提到 ＳＤＣ 方法等价于求解由低阶近似系统 （１５） 预处理的谱配置系统 （２０）， 因此有如下

定理 ３。
定理 ３　 对于线性分数阶常微分方程系统， ＳＤＣ 方法是稳定的， 当且仅当式 （１７） 给出的校正矩

阵 Ｃ 的谱半径小于 １， 即 ρ（Ｃ） ＜ １ 。

·２７４·
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因此， 用谱延迟校正法将分数阶扩散方程的时间部分进行离散后， 得到了时间分数阶扩散方程的

全离散格式， 并证明和分析了其收敛性和稳定性， 说明数值方法是可行的。

３　 数值实验
例 １　 考虑方程式 （１）， 设其具有精确解 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｔ５＋αｅｓｉｎ ｘ ， 相应的右端项和初值条件分别为：

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ （Γ（６ ＋ α）） ／ （Γ（６）） ｔ５ ｅｓｉｎ ｘ ＋ ｔ５＋αｅｓｉｎ ｘ； ｕ０ （ｘ） ＝ ０ 。 图 １ 给出了当 ｐ ＝ ７ 且对应不同 Ｎ 与 α
时， 数值解与精确解的误差图， 由于精确解是足够光滑的， 因此用谱方法对空间进行离散， 其精度可

以呈指数收敛。 图 ２ 给出了当 Ｎ ＝ ３２ 且对应不同 ｐ 与 α 时， 数值解与精确解的最大绝对误差， 可以看

到， 利用谱延迟校正法， 当 ｐ 取较小的数值时， 其精度同样可以呈指数收敛从而很快达到谱精度。

图 1 p=7 时对应不同 N 时的误差图
Fig.1 Error cruves corresponding to different N for p=7
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图 2 N=32 时对应不同 p 时的误差图

Fig.2 Error cruves corresponding to different p for N=32
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例 ２　 例 １ 中考虑了足够光滑的精确解， 为了验证数值格式的有效性和可行性， 接下来考虑非光

滑形式的情形。 设其具有精确解 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｔ５． １＋αｅｓｉｎ ｘ ， 相应的右端项和初值条件分别为： ｆ（ｘ，ｔ） ＝
（Γ（６． １ ＋ α）） ／ （Γ（６． １）） ｔ５． １ ｅｓｉｎ ｘ ＋ ｔ５． １＋αｅｓｉｎ ｘ； ｕ０ （ｘ） ＝ ０ 。 图 ３ 给出了 ｐ 固定且对应不同 α 时， 数值

解与精确解的误差图， 相比于例 １， 此时精确解的正则性较低， 所以此时取 ｐ ＝ ３０ 时， 其精度才可以

达到谱精度。 图 ４ 给出了当 Ｎ ＝ ３２ 且对应不同 α 时， 数值解与精确解的最大绝对误差， 对比例 １ 可以

看到， 误差的精度收敛较为缓慢。 因为精确解的非光滑性， 使得方程右端项的正则性发生变化， 因此

只能收敛到代数精度而无法呈现指数收敛达到谱精度。

图 3 p=30 时对应不同 N 时的误差图
Fig.3 Error cruves corresponding to different N for p=30
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图 4 N=32 时对应不同 p 时的误差图

Fig.4 Error cruves corresponding to different p for N=32
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４　 结论
针对时间分数阶扩散方程， 分别采用了 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谱方法和谱延迟校正方法处理空间和时间部分，

并证明了格式的稳定性和收敛性。 同时， 在证明稳定性的过程中， 通过法代的方法构造了谱延迟校正

方法的 “校正矩阵”， 通过判断 “校正矩阵” 的谱半径更容易证明格式的稳定性。 另外， 在构造 ＳＤＣ
矩阵形式的过程中， 表明 ＳＤＣ 方法等价于求解由低阶近似系统 （１５） 预处理的谱配置系统 （２０）。
在最后的数值例子中表明， 对于分数阶偏微分方程时间部分的处理， 相对于以往的方法 （如差分）
而言， 其精度可以达到谱精度。 但值得注意的是， 其精度不仅与所用的格式有关， 同样与原方程的精

确解以及右端项的正则性有关。

［ 参考文献 ］

［１］ＬＩＮ Ｙ，ＸＵ Ｃ． Ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ／ ｓｐｅｃｔｒａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ Ｐｈｙｓｉｃｓ，２００７，２５５：
１５３３⁃１５５２．

［２］ＳＨＥＮ Ｊ，ＳＨＥＮＧ Ｃ． Ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｐａｃｅ⁃ｔｉｍｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，
２０１９，８１（２）：１０８８⁃１１１０．

［３］闵宝峰，张学莹． 插值法解时间分数阶扩散方程［Ｊ］． 陕西师范大学学报（自然科学版），２０１８，４６（３）：５５⁃５９．
［４］ＭＡＯ Ｚ，ＳＨＥＮ Ｊ． Ａ ｓｅｍｉ⁃ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｅｆｅｒｒｅｄ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｗｏ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｖｉｓｃｏｕｓ ｔｅｒｍ

ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｔｈｅｉｒ ｄｅｃａｙ ｒａｔｅｓ［Ｊ］． Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｃｈｉｎａ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１５，４５（８）：１１５３⁃１１６８．
［５］ＹＯＯＮ Ｈ Ｃ，ＫＩＭ Ｊ． Ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｅｆｅｒｒｅｄ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ａｃｃｕｒａｃｙ ｉｎ ｐｏｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［ Ｊ］． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｇｅｏｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２０２１，４５（１８）：２７０９⁃２７３１．
［６］ＬＩＵ Ｆ，ＳＨＥＮ Ｊ． Ｓｔａｂｉｌｉｚｅｄ ｓｅｍｉ⁃ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｅｆｅｒｒｅｄ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ ａｎｄ Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

［Ｊ］． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，２０１５，３８（１８）：４５６４⁃４５７５．
［７］ＬÜ Ｃ，ＡＺＡＩＥＺ Ｍ，ＸＵ Ｃ． Ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｅｆｅｒｒｅｄ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍａｔｈ ｅｍａｔ⁃

ｉｃｓ：Ｔｈｅｏｒｙ Ｍｅｈｔｏｄｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ２０１８，１１（４）：７２９⁃７５１．
［８］栾新，辛佳，宋大雷，等． 分数阶微分方程组的一种高精度数值算法［Ｊ］． 系统仿真学报，２０１８，３０（２）：４２１⁃４２６．
［９］李京． 分数阶微分方程的高精度数值算法研究［Ｄ］． 青岛：青岛大学，２０１５．
［１０］ＳＨＥＮ Ｊ，ＴＡＮＧ Ｔ，ＷＡＮＧ Ｌ Ｌ． Ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ［Ｍ］． Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２０１１．
［１１］向新民． 谱方法的数值分析［Ｍ］． 北京：科学出版社，２０００．
［１２］ＤＵＴＴ Ａ，ＧＲＥＥＮＧＡＲＤ Ｌ，ＲＯＫＨＬＩＮ Ｖ． Ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｅｆｅｒｒｅｄ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｏｒｄｉｎａｒｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］． ＢＩＴ

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０００，４０（２）：２４１⁃２６６．
［１３］ＣＨＥＮ Ｙ，ＬＩ Ｘ，ＴＡＮＧ Ｔ． Ａ ｎｏｔｅ ｏｎ Ｊａｃｏｂｉ ｓｐｅｃｔｒａｌ⁃ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｗｅａｋｌｙ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｖｏｌｔｅｒｒａ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ

ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１３，３１（１）：４７⁃５６．

（责任编辑　 彭海滨　 英文审校　 黄振坤）

·４７４·


