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具有饱和输出的化学反应模型的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支

谭梦凡， 魏春金

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 在齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件下， 讨论一类具有饱和输出的化学反应模型的 Ｈｏｐｆ 分支问题。 讨论

常微分系统正平衡点的存在性和稳定性， 分析 Ｈｏｐｆ 分支的存在性、 方向及稳定性； 讨论反应扩散系统的

Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支。 最后， 借助 Ｍａｔｌａｂ 软件进行数值模拟， 验证和刻画了文中的结论。
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０　 引言
近年来， 生物化学反应模型中的动力学行为受到越来越多学者的关注。 生物化学反应模型是一类

描述生物化学反应的数学模型， 它不仅可以解释复杂的实验现象， 还可以预测反应物的变化趋势， 为

实际的生产与生活提供理论依据。

文献 ［１］ 提出一类具有饱和输出的化学反应模型， 其化学反应机制为 Ａ →
ｋ１ Ｕ、 Ｂ ＋ Ｕ →

ｋ２ Ｖ ＋ Ｄ，

２Ｕ ＋ Ｖ
ｋ３

ｋ４
􀜩􀜨􀜑 ３Ｕ、 Ｕ →

ｋ５ Ｅ ， 其中： ｋ１ 、 ｋ２ 、 ｋ３ 、 ｋ４ 、 ｋ５ 表示反应速率； Ａ、 Ｂ 为反应物； Ｕ、 Ｖ 为中间产

物； Ｄ、 Ｅ 为生成物。 并且该化学反应模型为

ｄｕ ／ ｄｔ ＝ ａ － ｂｕ ＋ ｕ２ｖ － ｕ３ － ｄｕ ／ （ｃ ＋ ｕ），ｔ ＞ ０，
ｄｖ ／ ｄｔ ＝ ｂｕ － ｕ２ｖ ＋ ｕ３ ，ｔ ＞ ０。{ （１）

其中： ｕ、 ｖ 分别为中间产物 Ｕ、 Ｖ 的浓度。 文献 ［１］ 讨论了系统 （１） 极限环的存在性及正解的有
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界性。
事实上， 在化学反应中， 物质会从浓度高的地方向浓度低的地方扩散， 因此， 在建立数学模型时

应考虑扩散项。 对于反应扩散方程， 文献 ［２］ 根据化学反应现象并加以数学分析发现， 空间扩散使

得空间均匀态失去稳定性， 破坏了空间原有的对称性， 从而出现丰富多彩的空间斑图， 有时称为 Ｔｕｒｉｎｇ
斑图。 从数学角度理解， 对于常微分系统， 常值平衡点是稳定的， 但是考虑到空间扩散， 相应的反应

扩散系统的常值平衡点变得不稳定， 这种现象称为 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定性。 此后， 很多学者开始研究扩散

引起的不稳定现象， 并且发现很多化学反应都能发生这种现象。 例如， 文献 ［３］ 研究了 Ｌｅｎｇｙｅｌ⁃Ｅｐ⁃
ｓｔｅｉｎ 模型平衡点的稳定性、 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定性， 证明了选择合适的参数会使空间齐次周期解不稳定； 文

献 ［４］ 讨论了一类自催化可逆生化反应模型的稳定性及 Ｈｏｐｆ 分支。 更多关于反应扩散系统的稳定

性分析和 Ｈｏｐｆ 分支的研究可以参考文献 ［５ － １０］。
目前， 带饱和输出项的反应模型研究更多关注的是常微分系统的极限环及解的有界性问题， 对常

微分系统 Ｈｏｐｆ 分支和带扩散项的扩散系统的讨论较少［１１ － １４］ 。 受上述工作的启发， 本文在文献 ［１］
的基础上， 考虑在齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件下的反应扩散模型

∂ｕ ／ ∂ ｔ ＝ ｄ１ Δｕ ＋ ａ － ｂｕ ＋ ｕ２ｖ － ｕ３ － ｄｕ ／ （ｃ ＋ ｕ），ｘ ∈ Ω，ｔ ＞ ０，

∂ｖ ／ ∂ ｔ ＝ ｄ２ Δｖ ＋ ｂｕ － ｕ２ｖ ＋ ｕ３ ，ｘ ∈ Ω，ｔ ＞ ０，
∂ｕ ／ ∂ｖ ＝ ∂ｖ ／ ∂ｕ ＝ ０，ｘ ∈ ∂Ω，ｔ ＞ ０，
ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０ （ｘ），ｖ（ｘ，０） ＝ ｖ０ （ｘ），ｘ ∈ Ω。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２）

其中： Ω 是 Ｒｎ（ｎ ＞ ０） 中具有光滑边界∂Ω 的有界开区域； ν 表示∂Ω 上单位外法向量； ｕ、 ｖ 分别表示

两种反应物的浓度； ｄ１ 、 ｄ２ ＞ ０ 为扩散系数； Δ 为拉普拉斯算子； 系数 ａ、 ｂ、 ｃ、 ｄ 均为正实数。 在文

献 ［１］ 的基础上， 讨论原系统 （１） 正平衡点的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支的存在性， 以及扩散系统 （２）
正平衡点的稳定性、 扩散导致的 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支的性质。 另外， 从数学角度分析了化学

反应中产生 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定现象的条件， 给出相应扩散比的取值范围， 为解释 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定现象提供

了理论依据。

１　 常微分系统的 Ｈｏｐｆ 分支及稳定性
易知， 当 ｄ ＞ ａ 时， 系统 （１） 有唯一的正平衡点 Ｅ∗ ＝ （ｕ０ ，（ｂ ＋ ｕ２

０ ） ／ ｕ０ ） ， 其中 ｕ０ ＝ ｃａ ／ （ｄ －

ａ）。 系统 （１） 在 Ｅ∗处的雅可比矩阵 Ｊ ＝
ｂ － ｕ２

０ － ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ｕ２
０

－ ｂ ＋ ｕ２
０ － ｕ２

０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷。

设系统 （１） 的特征方程为

λ２ － Ｔ（ｂ）λ ＋ Ｄ（ｂ） ＝ ０， （３）
其中： Ｔ（ｂ） ＝ ｂ － ２ｕ２

０ － ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ； Ｄ（ｂ） ＝ ｃｄｕ２
０ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ 。

下面通过选取 ｂ 为参数来考虑系统 （１） 正平衡点 Ｅ∗的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支。 设 ｄ ＞ ａ ， 令 ｂ０ ＝
２ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ， 可得定理 １。
定理 １　 设 ｄ ＞ ａ ， 系统 （１） 存在正平衡点 Ｅ∗， 则： ｉ） 当 ０ ＜ ｂ ＜ ｂ０ 时， 正平衡点 Ｅ∗是局部

渐近稳定的， 当 ｂ ＞ ｂ０ 时， 正平衡点 Ｅ∗是不稳定的； ｉｉ） 系统 （１） 在 ｂ ＝ ｂ０ 处产生 Ｈｏｐｆ 分支， 分支

方向是超临界的， 且分支周期解渐近稳定。
证明　 ｉ） 当 ０ ＜ ｂ ＜ ｂ０ 时， Ｔ（ｂ） ＜ ０ ， 结合 Ｄ（ｂ） ＞ ０ ， 此时 Ｊ 的所有特征值均具有负实部， 正

平衡点 Ｅ∗局部渐近稳定。 当 ｂ ＞ ｂ０ 时， Ｔ（ｂ） ＞ ０ ， 结合 Ｄ（ｂ） ＞ ０ ， 此时 Ｊ 的所有特征值均具有正实

部， 正平衡点 Ｅ∗不稳定。

ｉｉ） 当 ｂ ＝ ｂ０ 时， 特征方程 （３） 存在一对纯虚特征根 λ ＝ ± ｉ Ｄ（ｂ０ ） 。 因此， 当 ｂ 在 ｂ０ 附近变

化时， 方程 （３） 有一对共轭复根 λ ＝ α（ｂ） ± ｉω（ｂ） ， 其中： α（ｂ） ＝ ［ｂ（ｃ ＋ ｕ０ ）２ － ２ｕ２
０ （ｃ ＋ ｕ０ ）２ －

·６９４·



　 第 ６ 期 谭梦凡， 等： 具有饱和输出的化学反应模型的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

ｃｄ］ ／ ［２（ｃ ＋ ｕ０ ）２ ］； ω（ｂ） ＝ Ｄ（ｂ） － （α（ｂ））２ 。 并且 α′（ｂ） ｂ ＝ ｂ０ ＝ １ ／ ２ ＞ ０ ， ω（ｂ０ ） ＝ ｃｄｕ２
０ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ）２ ＞ ０ 。

从而， 当 ｂ ＝ ｂ０ 时， 系统 （１） 在 Ｅ∗处产生 Ｈｏｐｆ 分支。
令 ｕ^ ＝ ｕ － ｕ０ ， ｖ^ ＝ ｖ － （ｂ ＋ ｕ２

０ ） ／ ｕ０ 。 为方便计算， 仍用 ｕ、 ｖ 表示 ｕ^、 ｖ^， 则系统 （１） 变为

ｕ·（ｔ）＝ ａ－ ｂ（ｕ ＋ ｕ０ ）＋ （ｕ ＋ ｕ０ ）２ ［ｖ ＋ （ｂ ＋ ｕ２
０ ） ／ ｕ０ ］－ （ｕ ＋ ｕ０ ）３－ ｄ（ｕ ＋ ｕ０ ） ／ （ｃ ＋ ｕ ＋ ｕ０ ），ｔ＞ ０，

ｖ·（ ｔ）＝ ｂ（ｕ ＋ ｕ０ ） － （ｕ ＋ ｕ０ ） ２ ［ｖ ＋ （ｂ ＋ ｕ２
０ ） ／ ｕ０ ］ ＋ （ｕ ＋ ｕ０ ） ３ ，ｔ ＞ ０。

{ （４）

重写式 （４） 为

ｕ·

ｖ·
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｊ ｕ

ｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷＋

ｆ１ （ｕ，ｖ）
ｆ２ （ｕ，ｖ）

æ

è
ç

ö

ø
÷。 （５）

其中： ｆ１ （ｕ，ｖ） ＝ ［ － ２ｕ０ ＋ ｂ ／ ｕ０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ３ ］ｕ２ ＋ ２ｕ０ｕｖ ＋ ｕ２ｖ － （１ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ４ ）ｕ３ ＋ Ｏ（ ｕ ４ ，

ｕ ３ ｖ ）； ｆ２ （ｕ，ｖ） ＝ （２ｕ０ － ｂ ／ ｕ０ ）ｕ２ － ２ｕ０ｕｖ － ｕ２ｖ ＋ ｕ３ ＋ Ｏ（ ｕ ４ ， ｕ ３ ｖ ）。

定义矩阵 Ｐ ＝ １ ０
Ｎ（ｂ） Ｍ（ｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 其中

　 　 　 １
Ｎ（ｂ） － ｉＭ（ｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是特征值 α（ｂ） ＋ ｉω（ｂ） 对应的特征向量，

且 Ｎ（ｂ） ＝ － ｂ ／ ２ｕ２
０ ＋ ｃｄ ／ ［２ｕ２

０ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ］， Ｍ（ｂ） ＝ － Ｄ（ｂ） － （α（ｂ）） ２ ／ ｕ２
０ 。 显 然， Ｐ －１ ＝

１ ０
－ Ｎ（ｂ） ／ Ｍ（ｂ） １ ／ Ｍ（ｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷。

当 ｂ ＝ ｂ０ 时， ω０ ＝ ω（ｂ０ ） ＝ Ｄ（ｂ０ ） ＝ ｃｄｕ０ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ）， Ｍ０ ＝ Ｍ（ｂ０ ） ＝ － ω０ ／ ｕ２
０ ， Ｎ０ ＝

Ｎ（ｂ０ ） ＝ － １。

作变换
ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｐ ｘ

ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 则系统 （５） 变为

ｘ·

ｙ·
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｊ（ｂ） ｘ

ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷＋ Ｆ１ （ｘ，ｙ，ｂ）

Ｆ２ （ｘ，ｙ，ｂ）
æ

è
ç

ö

ø
÷。 （６）

其中： Ｊ（ｂ） ＝ （α（ｂ） － ω（ｂ）
ω（ｂ） α（ｂ）

æ

è
ç

ö

ø
÷； Ｆ１ （ｘ，ｙ，ｂ） ＝ ［ － ２ｕ０ ＋ ｂ ／ ｕ０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ３ ＋ ２ｕ０Ｎ（ｂ）］ｘ２ ＋

２ｕ０Ｍ（ｂ）ｘｙ ＋ Ｍ（ｂ）ｘ２ｙ ＋ ［ － １ － ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ４ ＋ Ｎ（ｂ）］ｘ３ ＋ Ｏ（ ｘ ４ ， ｘ ３ ｙ ）； Ｆ２ （ｘ，ｙ，ｂ） ＝

［（Ｎ（ｂ） ／ Ｍ（ｂ））（２ｕ０ － ｂ ／ ｕ０ － ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ３ － ２ｕ０Ｎ（ｂ）） ＋ （１ ／ Ｍ）（２ｕ０ － ｂ ／ ｕ０ － ２ｕ０Ｎ（ｂ））］ｘ２ ＋
［（ － Ｎ（ｂ） ／ Ｍ（ｂ））２ｕ０Ｍ（ｂ） － （１ ／ Ｍ（ｂ））２ｕ０Ｍ（ｂ）］ｘｙ ＋ ［（ － Ｎ（ｂ） ／ Ｍ（ｂ））Ｍ（ｂ） ＋ （１ ／ Ｍ（ｂ））
（ － Ｍ（ｂ））］ｘ２ｙ ＋ ［（ － Ｎ（ｂ） ／ Ｍ（ｂ））（ － １ － ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０）４ ＋ Ｎ（ｂ）） ＋ （１ ／ Ｍ（ｂ））（１ － Ｎ（ｂ））］ｘ３ ＋ Ｏ（ ｘ ４，

ｘ ３ ｙ ）。

系统式 （６） 写成极坐标形式为
ｒ· ＝ α（ｂ） ｒ ＋ ａ（ｂ） ｒ３ ＋ …，

θ· ＝ ω（ｂ） ＋ ｃ（ｂ） ｒ２ ＋ …。{ 在 ｂ ＝ ｂ０ 处泰勒展开， 有

ｒ· ＝ α′（ｂ０ ）（ｂ － ｂ０ ） ｒ ＋ ａ（ｂ０ ） ｒ３ ＋ Ｏ（（ｂ － ｂ０ ） ２ ｒ，（ｂ － ｂ０ ） ｒ３ ，ｒ５ ），

θ· ＝ ω（ｂ０ ） ＋ ω′（ｂ０ ）（ｂ － ｂ０ ） ＋ ｃ（ｂ０ ） ｒ２ ＋ Ｏ（（ｂ － ｂ０ ） ２ ，（ｂ － ｂ０ ） ｒ２ ，ｒ４ ）。
{

　 　 为了判断分支周期解的稳定性， 需利用公式 ａ（ｂ０ ） ＝ （１ ／ １６）［Ｆ１
ｘｘｘ ＋ Ｆ１

ｘｙｙ ＋ Ｆ２
ｘｘｙ ＋ Ｆ２

ｙｙｙ］ ＋
［１ ／ （１６ω（ｂ０ ））］［Ｆ１

ｘｙ（Ｆ１
ｘｘ ＋ Ｆ１

ｙｙ） － Ｆ２
ｘｙ（Ｆ２

ｘｘ ＋ Ｆ２
ｙｙ） － Ｆ１

ｘｘＦ２
ｘｘ ＋ Ｆ１

ｙｙＦ２
ｙｙ］ 计算系数 ａ（ｂ０ ） 的符号， 所有的偏

导都在 （ｘ，ｙ，ｂ） ＝ （０，０，ｂ０ ） 处计算。
由于 Ｆ１ （ｘ，ｙ）、 Ｆ２ （ｘ，ｙ） 中关于 ｙ 的最高阶次数小于 ２， 所以， Ｆ１

ｘｙｙ（０，０，ｂ０ ） ＝ Ｆ２
ｙｙｙ（０，０，ｂ０ ） ＝

Ｆ１
ｙｙ（０，０，ｂ０ ） ＝ Ｆ２

ｙｙ（０，０，ｂ０ ） ＝ ０ 。 进一步计算得， Ｆ１
ｘｘｘ（０，０，ｂ０ ） ＝ － １２ － ６ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ）４ ， Ｆ１

ｘｙ（０，０，ｂ０ ） ＝
－ ２ω（ｂ０ ） ／ ｕ０ ， Ｆ１

ｘｘ（０，０，ｂ０ ） ＝ － ８ｕ０ ＋ ２ｂ０ ／ ｕ０ ＋ ２ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ３ ， Ｆ２
ｘｘｙ（０，０，ｂ０ ） ＝ ０， Ｆ２

ｘｘ（０，０，ｂ０ ） ＝
－ ２ｃｄｕ２

０ ／ （ω（ｂ０ ）（ｃ ＋ ｕ０ ） ３ ）， Ｆ２
ｘｙ（０，０，ｂ０ ） ＝ ０ 。 因此， ａ（ｂ０ ） ＝ （１ ／ １６）Ｆ１

ｘｘｘ ＋ ［１ ／ （１６ω（ｂ０ ））］（Ｆ１
ｘｙＦ１

ｘｘ －

·７９４·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

Ｆ１
ｘｘＦ２

ｘｘ） ＝ － １ ／ ４ － ｕ０ ／ （２（ｃ ＋ ｕ０ ）） － ｃｄ ／ （４ｕ２
０ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ） － ｃｄ ／ （８（ｃ ＋ ｕ０ ） ４ ） ＜ ０。

注意到 α′（ｂ０ ） ＞ ０ ， 由文献 ［１５］ 中 Ｐｏｉｎｃａｒé⁃Ａｎｄｒｏｎｏｖ⁃Ｈｏｐｆ 分支定理可知， 当 ｂ ＝ ｂ０ 时， 系统

（１） 在正平衡点 Ｅ∗处产生 Ｈｏｐｆ 分支， 分支方向为超临界的， 且分支周期解渐近稳定， 定理 １ 证毕。

２　 扩散系统的 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定性、 Ｈｏｐｆ 分支方向及周期解的稳定性
２􀆰 １　 扩散系统的 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定性

为了方便计算， 仅在一维空间 Ω ＝ （０，π） 上考虑系统 （２）， 即

∂ｕ ／ ∂ ｔ ＝ ｄ１ Δｕ ＋ ａ － ｂｕ ＋ ｕ２ｖ － ｕ３ － ｄｕ ／ （ｃ ＋ ｕ），ｘ ∈ （０，π），ｔ ＞ ０，

∂ｖ ／ ∂ ｔ ＝ ｄ２ Δｖ ＋ ｂｕ － ｕ２ｖ ＋ ｕ３ ，ｘ ∈ （０，π），ｔ ＞ ０，
ｕｘ（ｘ，ｔ） ＝ ｖｘ（ｘ，ｔ） ＝ ０，ｘ ＝ ０，π，ｔ ＞ ０，
ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０ （ｘ），ｖ（ｘ，０） ＝ ｖ０ （ｘ），ｘ ∈ （０，π）。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（７）

　 　 在齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件下， 算子 － Δ 的特征值为 μｋ ＝ ｋ２ （ｋ ＝ ０，１，２，…） ， 且对应的特征函数

为 ｃｏｓ（ｋｘ）（ｋ ＝ ０，１，２，…）。

系统 （７） 在 Ｅ∗处的线性化方程为
ｕｔ

ｖｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷：＝ Ｌ ｕ

ｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｄ

ｕｘｘ

ｖｘｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｊ ｕ

ｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 其中： Ｄ ＝

ｄ１ ０
０ ｄ２

æ

è
ç

ö

ø
÷； Ｊ ＝

ｂ － ｕ２
０ － ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ｕ２

０

－ ｂ ＋ ｕ２
０ － ｕ２

０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷。

定义实 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间 Ｘ ＝ ｛（ｕ，ｖ） ∈ Ｈ２ （０，π） × Ｈ２ （０，π）：（ｕｘ，ｖｘ） ｘ ＝ ０，π ＝ ０｝ ， Ｘ 的复延拓空间

ＸＣ ＝ Ｘ ⊕ ｉＸ ＝ ｛ｘ１ ＋ ｉｘ２ ｘ１ ，ｘ２ ∈ Ｘ｝。

考虑算子 Ｌ 的特征方程 Ｌ ϕ
ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ξ ϕ

ψ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 其中： ϕ（ｘ）

ψ（ｘ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ 是算子 Ｌ 的特征值 ξ 对应的特征函数。

令
ϕ（ｘ）
ψ（ｘ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

∞

ｋ ＝ ０

ｓｋ

ｔｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ｃｏｓ（ｋｘ） ， 其中： ｓｋ、 ｔｋ 是系数， 从而 （Ｊ － μｋＤ）

ｓｋ

ｔｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ξ

ｓｋ

ｔｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷，ｋ ＝ ０，１，２，…。

令 Ｊｋ：＝ Ｊ － μｋＤ ＝
ｂ － ｕ２

０ － ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ － μｋｄ１ ｕ２
０

－ ｂ ＋ ｕ２
０ － ｕ２

０ － μｋｄ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， 于是 Ｌ 的所有特征值可由 Ｊｋ

的特征值给出。
设 Ｊｋ 的特征方程为

ξ２ － Ｔｋξ ＋ Ｄｋ ＝ ０。 （８）
其中： Ｔｋ ＝ ｂ － ２ｕ２

０ － μｋ（ｄ１ ＋ ｄ２ ） － ｃｄ ／ （ ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ； Ｄｋ ＝ ｄ１ｄ２μ２
ｋ ＋ ［ｄ１ｕ２

０ ＋ （ｕ２
０ ＋ ｃｄ ／ （ ｃ ＋ ｕ０ ） ２ －

ｂ）ｄ２ ］μｋ ＋ ｃｄｕ２
０ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ 。

显然， 当 ｂ ＜ ｕ２
０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ 时， Ｔｋ ＜ ０， Ｄｋ ＞ ０， ｋ ＝ ０，１，２，… ， 系统 （７） 的正平衡点 Ｅ∗

局部渐近稳定。
下面考虑当 ｕ２

０ ＋ ｃｄ（ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ＜ ｂ ＜ ２ｕ２
０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ 时系统 （７） 正平衡点 Ｅ∗的稳定性。 显然，

在此条件下， Ｔｋ ＜ ０， ｋ ＝ ０，１，２，…。
１） 当 ｄ１ ／ ｄ２ ＞ ｂ ／ ｕ２

０ － １ － ｃｄ ／ （ｕ２
０ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ） 时， Ｄｋ ＞ ０ ， 结合 Ｔｋ ＜ ０， ｋ ＝ ０，１，２，… ， 此时系

统 （７） 的正平衡点 Ｅ∗局部渐近稳定。
２） 当 ０ ＜ ｄ１ ／ ｄ２ ＜ ｂ ／ ｕ２

０ － １ － ｃｄ ／ （ｕ２
０ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ） 时， Ｄｋ 的判别式为 △１ ＝ ［ｄ１ｕ２

０ ＋ （ｕ２
０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋

ｕ０ ） ２ － ｂ）ｄ２ ］ ２ － ４ｄ１ｄ２ｃｄｕ２
０ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ＝ ｄ２

１ｕ４
０ ＋ ［２ｕ２

０ （ｕ２
０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ － ｂ） － ４ｃｄｕ２

０ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ］ｄ１ｄ２ ＋
（ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ － ｂ） ２ｄ２
２ 。 右端除以 ｄ２

２ ， 记 ｚ ＝ ｄ１ ／ ｄ２ ， 则二次函数 ｆ（ ｚ） ＝ ｕ４
０ ｚ２ ＋ ［２ｕ２

０ （ｕ２
０ ＋ ｃｄ ／

·８９４·
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（ｃ ＋ ｕ０ ） ２ － ｂ） － ４ｃｄｕ２
０ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ］ ｚ ＋ （ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ － ｂ） ２ 的判别式为 △２ ＝ ［２ｕ２
０ （ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋
ｕ０ ） ２ － ｂ） － ４ｃｄｕ２

０ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ］ ２ － ４ｕ４
０ （ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ － ｂ） ２ ＝ ４ｃｄｕ２
０ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ （ － ４ｕ４

０ ＋ ４ｂｕ２
０ ） ＞ ０ 。

因此 ｆ（ ｚ） ＝ ０ 存在 ２ 个实根， 即： ｚ１ ＝ ｂ ／ ｕ２
０ － １ ＋ ｃｄ ／ （ｕ２

０ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ） － ２ ／ （ｕ２
０ （ｃ ＋ ｕ０ ）） ｃｄ（ｂ － ｕ２

０ ） ；

ｚ２ ＝ ｂ ／ ｕ２
０ － １ ＋ ｃｄ ／ （ｕ２

０ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ） ＋ ２ ／ （ｕ２
０ （ｃ ＋ ｕ０ ）） ｃｄ（ｂ － ｕ２

０ ） 。
如果 ｚ１ ＜ ｚ ＜ ｚ２ ， 那么 ｆ（ ｚ） ＜ ０ ， 即当 ｚ１ ＜ ｄ１ ／ ｄ２ ＜ ｚ２ 时， △１ ＜ ０ ， 从而有 Ｄｋ ＞ ０， ｋ ＝ ０，１，

２，… 。 结合 Ｔｋ ＜ ０， ｋ ＝ ０，１，２，… ， 此时系统 （７） 的正平衡点 Ｅ∗局部渐近稳定。
经计算可知， ｚ１ ＜ ｂ ／ ｕ２

０ － １ － ｃｄ ／ （ｕ２
０ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ） ＜ ｚ２ ， 由 １）、 ２） 可得， 当 ｄ１ ／ ｄ２ ＞ ｚ１ 时， 系统

（７） 的正平衡点 Ｅ∗局部渐近稳定。 由上述分析可得定理 ２。
定理 ２　 设 ｄ ＞ ａ ， 系统 （７） 存在正平衡点 Ｅ∗， 则： ｉ） 当 ｂ ＞ ２ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ 时， 系统 （７）
的正平衡点 Ｅ∗不稳定， 当 ｂ ＜ ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ 时， 系统 （７） 的正平衡点 Ｅ∗局部渐近稳定； ｉｉ） 当

ｕ２
０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ＜ ｂ ＜ ２ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ 时， 若 ｄ１ ／ ｄ２ ＞ ｚ１ ， 则系统 （７） 的正平衡点 Ｅ∗局部渐近

稳定。
下面讨论 ０ ＜ ｄ１ ／ ｄ２ ＜ ｚ１ 的情形。 此时， △１ ＞ ０ ， 从而方程 ｄ１ｄ２μ２ ＋ ［ｄ１ｕ２

０ ＋ （ｕ２
０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ）２ －

ｂ）ｄ２ ］μ ＋ ｃｄｕ２
０ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ＝ ０ 存在 ２ 个正实根， 即： μ － ＝ （Ｒ － Ｒ２ － ４ｄ１ｄ２Ｄ） ／ （２ｄ１ｄ２ ）； μ ＋ ＝ （Ｒ ＋

Ｒ２ － ４ｄ１ｄ２Ｄ） ／ （２ｄ１ｄ２ ） ， 其中： Ｒ ＝
△

ｄ１Ａ ＋ ｄ２Ｎ ＝ － ｄ１ｕ２
０ － （ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ ｃ ＋ ｕ０ ） ２ － ｂ）ｄ２ ； Ｄ ＝ ｃｄｕ２
０ ／

（ ｃ ＋ ｕ０ ） ２ 。
当 ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ＜ ｂ ＜ ２ｕ２
０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ 时， μ ＋ ＝ １ ／ （２ｄ１ ）［ｄ１ ／ ｄ２Ａ ＋ Ｎ ＋

（ｄ１ ／ ｄ２Ａ ＋ Ｎ） ２ － ４ｄ１Ｄ ／ ｄ２ ］ 。 令 Ｈ（ｄ２ ） ＝ （ｄ１ ／ ｄ２ ）Ａ ＋ Ｎ ＋ （（ｄ１ ／ ｄ２ ）Ａ ＋ Ｎ） ２ － ４ｄ１Ｄ ／ ｄ２ ， 则

Ｈ′（ｄ２ ） ＝ － ｄ１Ａ ／ ｄ２
２ ＋ （１ ／ ２）［（ｄ１ ／ ｄ２Ａ ＋ Ｎ）２ － ４ｄ１Ｄ ／ ｄ２ ］ －１ ／ ２ ［２（（ｄ１ ／ ｄ２ ）Ａ ＋ Ｎ）（ － ｄ１Ａ ／ ｄ２

２ ） ＋ ４ｄ１Ｄ ／ ｄ２
２ ］ ＝

－ ｄ１Ａ ／ ｄ２
２ ＋ ［（ － ｄ１Ａ ／ ｄ２

２ ）（（ｄ１ ／ ｄ２ ）Ａ ＋ Ｎ） ＋ ２ｄ１Ｄ ／ ｄ２
２ ］ ／ （（ｄ１ ／ ｄ２ ）Ａ ＋ Ｎ） ２ － ４ｄ１Ｄ ／ ｄ２ 。

由于 Ａ ＜ ０， Ｎ ＞ ０ ， 且当 ０ ＜ ｄ１ ／ ｄ２ ＜ ｚ１ 时， （ｄ１ ／ ｄ２ ）Ａ ＋ Ｎ ＞ ０ 。 于是， 对所有的 ｄ２ ＞ ０ ， 有

Ｈ′（ｄ２ ） ＞ ０ ， 即 μ ＋ 关于 ｄ２ 单调递增。
定义 Φ１ ＝ ｛μ μ ≥ ０， μ － ＜ μ ＜ μ ＋ ｝， Φ２ ＝ ｛μ０ ，μ１ ，μ２ ，…｝ ， 要使不等式 ０ ＜ ｄ１ ／ ｄ２ ＜ ｚ１ 成立，

可以固定 ｄ１ 而取 ｄ２ 足够大， 或固定 ｄ２ 而取 ｄ１ 足够小。
１） 固定 ｄ１ 且令 ｄ２ → ∞ ， 则 ｌｉｍ

ｄ２→∞
μ － ＝ ０， ｌｉｍ

ｄ２→∞
μ ＋ ＝ ｂ － ｕ２

０ ／ ｄ１ － ｃｄ ／ （ｄ１ （ｃ ＋ ｕ０ ）） ， 从而对所有

ｄ２ ＞ ０ ， 有 ０ ＜ μ ＋ ＜ （ｂ － ｕ２
０ ） ／ ｄ１ － ｃｄ ／ （ｄ１ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ） 。 如果 μ１ ＞ ｂ － ｕ２

０ ／ ｄ１ － ｃｄ ／ （ｄ１ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ） ， 那

么 Φ１ ∩ Φ２ ＝ 􀱤 ， 即对所有的 ｋ ∈ Ｎ， Ｄｋ ＞ ０ 且 Ｔｋ ＜ ０ ， 故系统 （７） 的正平衡点 Ｅ∗局部渐近稳定。
２） 固定 ｄ２ 且令 ｄ１ →０ ， 则 ｌｉｍ

ｄ１→０
μ － ＝ ｃｄｕ２

０ ／ （ｄ２ （ｂ － ｕ２
０ ）（ｃ ＋ ｕ０ ） ２ － ｃｄｄ２ ）， ｌｉｍ

ｄ１→０
μ ＋ ＝ ∞ ， 因此， 存

在 ｄ
～

＞ ０ ， 使得当 ０ ＜ ｄ１ ＜ ｄ
～
时， Φ１ ∩ Φ２ ＝ 􀱤 ， 从而系统 （７） 的正平衡点 Ｅ∗不稳定。

由上述分析， 可得定理 ３。
定理 ３　 设 ｄ ＞ ａ， ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ＜ ｂ ＜ ２ｕ２
０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ， 系统 （７） 存在正平衡点 Ｅ∗， 则：

ｉ） 若 μ１ ＞ （ｂ － ｕ２
０ ） ／ ｄ１ － ｃｄ ／ （ｄ１ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ） ， 则对固定 ｄ１ ＞ ０ 和所有 ｄ２ ＞ ０ ， 系统 （７） 的正平衡点

Ｅ∗ 局部渐近稳定； ｉｉ） 对固定 ｄ２ ＞ ０ ， 存在 ｄ
～

＞ ０ ， 使得当 ０ ＜ ｄ１ ＜ ｄ
～
时， 系统 （７） 的正平衡点 Ｅ∗

是 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定的。
注 １　 对于常微分系统 （１）， 当参数 ｂ 满足 ０ ＜ ｂ ＜ ２ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ２
０ ） ２ 时， 正平衡点 Ｅ∗是局部

渐近稳定的。 考虑扩散项的扰动后， 扩散比对正平衡点的稳定性会产生影响。 具体来说， 当 ｕ２
０ ＋

ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ２
０ ） ２ ＜ ｂ ＜ ２ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ２
０ ） ２ ， 扩散系数 ｄ１ 充分小且扩散比 ｄ１ ／ ｄ２ ＜ ｚ１ 时， 扩散系统 （７）

的正平衡点 Ｅ∗不稳定。 与常微分系统 （１） 比较发现， 扩散在一定条件可以使稳定的平衡点变得不

稳定， 也就是 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定发生。

·９９４·
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２􀆰 ２　 Ｈｏｐｆ 分支方向和分支周期解的稳定性

定理 ４　 如果 ｄ１ ／ ｄ２ ＞ ｚ～ ， 那么系统 （７） 在 ｂ ＝ ｂ０ 处产生 Ｈｏｐｆ 分支， 分支方向为超临界的， 且

分支周期解渐近稳定， 其中 ｚ～ ＝ １ ＋ ２ ／ ［ｕ２
０ （ｃ ＋ ｕ０ ）］［ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） － ｃｄｕ２

０ ＋ ｃ２ｄ２ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ］。
证明　 如果 ｂ ＝ ｂ０ ， 那么 Ｔ０ ＝ ０ 且 Ｄ０ ＞ ０ 。 由于 μｋ ＞ ０（ｋ ≥ １） 且 ｄ１ 、 ｄ２ ＞ ０ ， 于是对所有的

ｋ ≥ １ ， 有 Ｔｋ（ｂ０ ） ＜ ０ 。 此时， Ｄｋ（ｂ０ ） ＝ ｄ１ｄ２μ２
ｋ ＋ ［ｕ２

０ （ｄ１ － ｄ２ ）］μｋ ＋ ｃｄｕ２
０ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ 。

由前面的计算可知， 当 ｄ１ ／ ｄ２ ＞ ｚ～ 时， 对任意的 ｋ ≥ １ ， 都有 Ｄｋ（ｂ０ ） ＞ ０ 。 因此， 当 ｂ ＝ ｂ０ 时，
算子 Ｌ 除一对纯虚特征根外， 其他特征值均具有负实部。 另外， 设 ξ（ｂ） ＝ α（ｂ） ± ｉω（ｂ） 是方程 （８）
的一对共轭复根， 则 α（ｂ） ＝ Ｔｋ ／ ２ ＝ （１ ／ ２）［ｂ － ２ｕ２

０ － ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ］ － μｋ（ｄ１ ＋ ｄ２ ） ／ ２， ω（ｂ） ＝

Ｄｋ（ｂ） － （α（ｂ）） ２ ， 且 α′（ｂ） ｂ ＝ ｂ０
＝ １ ／ ２ ＞ ０ 。 因此， 当 ｂ ＝ ｂ０ 时， 系统 （７） 在Ｅ∗处产生 Ｈｏｐｆ 分支。

在 ｂ ＝ ｂ０ 处， 系统 （７） 可以写成 ｄＵ ／ ｄｔ ＝ ＬＵ ＋ Ｆ０ （Ｕ） 。 其中： Ｆ０ （Ｕ） ＝
ｆ１ （ｕ，ｖ）
ｆ２ （ｕ，ｖ）

æ

è
ç

ö

ø
÷； Ｕ ＝

（ｕ，ｖ） Ｔ。

设 Ｌ∗ 是 算 子 Ｌ 的 伴 随 算 子， 定 义 Ｌ∗ ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷： ＝ Ｄ

ｕｘｘ

ｖｘｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｊ∗ ｕ

ｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 其 中： Ｊ∗ ＝ ＪＴ ＝

ｂ － ｕ２
０ － ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ － ｂ ＋ ｕ２

０

ｕ２
０ － ｕ２

０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷。

〈·，·〉 为空间 ＸＣ 上的内积， 定义为 〈Ｕ１ ，Ｕ２ 〉 ＝ ∫π

０
（ｕ－ １ｕ２ ＋ ｖ－１ｖ２ ）ｄｘ 。 其中： Ｕｉ ＝ （ｕｉ，ｖｉ） Ｔ，ｉ ＝ １，

２ 。 注意到 〈λＵ１ ，Ｕ２ 〉 ＝ λ
－
〈Ｕ１ ，Ｕ２ 〉 。

假设 ｂ ＝ ｂ０ 处 Ｌ 有一对纯虚根为 ± ｉω０ 。 令 ｑ： ＝
ｓ０

ｔ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ 　 　 １

－ １ ＋ ω０ ／ ｕ２
０ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷， ｑ∗： ＝

ｓ∗
０

ｔ∗
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１ ／ （２π） ＋ ｕ２
０ ／ （２πω０ ）ｉ

　 　 ｕ２
０ ／ （２πω０ ）ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 满足 〈ｑ∗，ｑ〉 ＝ １， 〈ｑ∗，ｑ－〉 ＝ ０， Ｌ（ｂ０ ）ｑ ＝ ｉω０ｑ， Ｌ∗（ｂ０ ）ｑ∗ ＝ － ｉω０ｑ∗。

进行空间分解 Ｘ ＝ ＸＣ ⊕ ＸＳ ， 其中： ＸＣ ＝ ｛ ｚｑ ＋ ｚ－ｑ－ ｚ ∈ Ｃ｝； ＸＳ ＝ ｛ｕ ∈ Ｘ 〈ｑ∗，ｕ〉 ＝ ０｝。

对任意的 （ｕ，ｖ） ∈ Ｘ ， 存在 ｚ ∈ Ｃ 及 ｗ ＝ （ｗ１ ，ｗ２ ） ∈ ＸＳ ， 使得
ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｚｑ ＋ ｚ－ｑ－ ＋ ｗ１ｗ２

( ) ＝

　 　 　 　 　 　 ｚ ＋ ｚ－ ＋ ｗ１

ｚ（ － １ ＋ ω０ ／ ｕ２
０ ｉ） ＋ ｚ－（ － １ － ω０ ／ ｕ２

０ ｉ） ＋ ｗ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 从而系统 （ ７ ） 可以化为以 （ ｚ，ｗ） 为坐标的系统

ｄｚ ／ ｄｔ ＝ ｉω０ ｚ ＋ 〈ｑ∗，Ｆ０ 〉，

ｄｗ ／ ｄｔ ＝ Ｌｗ ＋ Ｈ（ ｚ，ｚ－，ｗ）。
{ 其中： Ｈ（ｚ，ｚ－，ｗ） ＝ Ｆ０ － 〈ｑ∗，Ｆ０ 〉ｑ － 〈ｑ－ ∗，Ｆ０ 〉ｑ－； Ｆ０ ：＝ Ｆ０ （ｚｑ ＋ ｚ－ｑ－ ＋ ｗ）。

如同文献 ［１５］， 将 Ｆ０ 写成 Ｆ０ （Ｕ） ＝ （１ ／ ２）Ｑ（Ｕ，Ｕ） ＋ （１ ／ ６）Ｃ（Ｕ，Ｕ，Ｕ） ＋ Ｏ（ Ｕ ４ ） 。 其中：

Ｕ ＝ （ｕ，ｖ） Ｔ。
令 ｆ（ｕ，ｖ，ｂ） ＝ ａ － ｂｕ ＋ ｕ２ｖ － ｕ３ － ｄｕ ／ （ｃ ＋ ｕ）， ｇ（ｕ，ｖ，ｂ） ＝ ｂｕ － ｕ２ｖ ＋ ｕ３ ， 下面计算 Ｑｑｑ、 Ｑｑ ｑ－ 和

Ｃｑｑ ｑ－ ， 具体公式分别为： Ｑｑｑ ＝
ｃ０

ｄ０

æ

è
ç

ö

ø
÷， Ｑｑｑ－ ＝

ｅ０

ｆ０

æ

è
ç

ö

ø
÷， Ｃｑｑｑ－ ＝

ｇ０

ｈ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 其中： ｃ０ ＝ ｆｕｕｓ２

０ ＋ ２ｆｕｖｓ０ ｔ０ ＋ ｆｖｖ ｔ２
０ ； ｄ０ ＝

ｇｕｕｓ２
０ ＋ ２ｇｕｖｓ０ ｔ０ ＋ ｇｖｖ ｔ２

０ ； ｅ０ ＝ ｆｕｕ ｓ０
２ ＋ ｆｕｖ（ ｓ０ ｔ－０ ＋ ｓ－０ ｔ０ ） ＋ ｆｖｖ ｔ０

２ ； ｆ０ ＝ ｇｕｕ ｓ０
２ ＋ ｇｕｖ（ ｓ０ ｔ－０ ＋ ｓ－０ ｔ０ ） ＋

ｇｖｖ ｔ０
２ ； ｇ０ ＝ ｆｕｕｕ ｓ０

２ ｓ０ ＋ ｆｕｕｖ（２ ｓ０
２ ｔ０ ＋ ｓ２

０ ｔ－０ ） ＋ ｆｕｖｖ（２ ｔ０
２ ｓ０ ＋ ｔ２

０ ｓ
－

０ ） ＋ ｆｖｖｖ ｔ０
２ ｔ０ ； ｈ０ ＝ ｇｕｕｕ ｓ０

２ ｓ０ ＋

ｇｕｕｖ（２ ｓ０
２ ｔ０ ＋ ｓ２

０ ｔ－０ ） ＋ ｇｕｖｖ（２ ｔ０
２ ｓ０ ＋ ｔ２

０ ｓ
－

０ ） ＋ ｇｖｖｖ ｔ０
２ ｔ０ 。 ｆ 和 ｇ 的所有偏导数都在 （０，０，ｂ０ ） 处计算。

·００５·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

因此， ｃ０ ＝ － ４ｕ０ ＋ ２ｃｄ ／ （ｕ０ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ） ＋ ２ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ３ ＋ ４ω０ ／ ｕ０ ｉ， ｄ０ ＝ ４ｕ０ － ２ｃｄ ／ （ｕ０ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ） －
４ω０ ／ ｕ０ ｉ， ｅ０ ＝ － ４ｕ０ ＋ ２ｃｄ ／ （ｕ０ （ｃ ＋ ｕ０ ）２ ） ＋ ２ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ）３ ， ｆ０ ＝ ４ｕ０ － ２ｃｄ ／ （ｕ０ （ｃ ＋ ｕ０ ）２ ）， ｇ０ ＝ － １２ －
６ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ４ ＋ ２ω０ ／ ｕ２

０ ｉ， ｈ０ ＝ １２ － ２ω０ ／ ｕ２
０ｉ ， 且 〈ｑ∗，Ｑｑｑ〉 ＝ － ２ｕ０ ＋ ｃｄ ／ （ｕ０（ｃ ＋ ｕ０）２） ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０）３ ＋

（２ω０ ／ ｕ０ － ｃｄｕ２
０ ／ （ω０ （ｃ ＋ ｕ０ ） ３ ））ｉ， 〈ｑ∗，Ｑｑｑ－ 〉 ＝ － ２ｕ０ ＋ ｃｄ ／ （ｕ０ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ） ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ３ － ｃｄｕ２

０ ／ （ω０

（ｃ ＋ ｕ０ ） ３ ）ｉ， 〈ｑ∗，Ｃｑｑｑ－ 〉 ＝ － ６ － ３ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ４ ＋ （ω０ ／ ｕ２
０ ＋ ３ｃｄｕ２

０ ／ （ω０ （ｃ ＋ ｕ０ ） ４ ））ｉ。
令 Ｈ（ ｚ，ｚ－，ｗ） ＝ Ｈ２０ ｚ２ ／ ２ ＋ Ｈ１１ ｚｚ

－ ＋ Ｈ０２ ｚ
－２ ／ ２ ＋ ｏ（ ｚ ３ ） ＋ ｏ（ ｚ ｗ ）， Ｈ２０ ＝ Ｑｑｑ － 〈ｑ∗，Ｑｑｑ〉ｑ － 〈ｑ－ ∗，

Ｑｑｑ〉ｑ－ ＝ ０， Ｈ１１ ＝ Ｑｑｑ－ － 〈ｑ∗，Ｑｑｑ－ 〉ｑ － 〈ｑ－ ∗，Ｑｑｑ－ 〉ｑ－ ＝ ０ 。 结合 ｗ２０ ＝ （２ｉω０Ｉ － Ｌ（ｂ０ ）） －１Ｈ２０ 和 ｗ１１ ＝
－ （Ｌ（ｂ０ ）） －１Ｈ１１ ， 于是 ｗ２０ ＝ ｗ１１ ＝ ０ 。 从而 〈ｑ∗，Ｑｗ１１ｑ

〉 ＝ 〈ｑ∗，Ｑｗ２０ ｑ－
〉 ＝ ０ 。 因此， Ｒｅ（ｃ１ （ｂ０ ） ＝

Ｒｅ［ｉ ／ （２ω０ ）〈ｑ∗，Ｑｑｑ〉〈ｑ∗，Ｑｑｑ－〉 ＋ （１ ／ ２）〈ｑ∗，Ｃｑｑｑ－〉］ ＝ － ［（ｕ２
０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０）２）（ｃ ＋ ｕ０）４ ＋ ２ｕ３

０（ｃ ＋ ｕ０）３ ＋
（１ ／ ２）ｃｄｕ２

０ ］ ／ （ｕ２
０ （ｃ ＋ ｕ０ ） ４ ） ＜ ０ 。

注意到 α′（ｂ０ ） ＞ ０ ， 因此， 系统 （７） 在 ｂ ＝ ｂ０ 处产生 Ｈｏｐｆ 分支， 分支方向为超临界的， 且分

支周期解渐近稳定。 定理 ４ 证毕。

３　 数值模拟结果
为了验证上述理论结果， 本文利用 Ｍａｔｌａｂ 软件给出具体的数值实例 （参数取值见表 １）， 对所得的

理论结果进行验证。
表 １　 参数值

Ｔａｂ􀆰 １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｖａｌｕｅ

序号 参数取值 分支参数取值范围 正平衡点 Ｅ∗稳定性

１ ａ ＝ ０． ５，ｃ ＝ ３，ｄ ＝ ２
０ ＜ ｂ ＜ ２． ３７５

ｂ ＞ ２． ３７５
ｄ１ ／ ｄ２ ＞ ０． １５０ ３

局部渐近稳定
不稳定

局部渐近稳定

２ ａ ＝ ０． ５，ｂ ＝ ２，ｃ ＝ ３，ｄ ＝ ２
０ ＜ ｄ１ ／ ｄ２ ＜ ０． １５０ ３ 且 ｄ１ ＞ ０． ６２５
０ ＜ ｄ１ ／ ｄ２ ＜ ０． １５０ ３ 且 ｄ１ ＜ ０． ６２５

局部渐近稳定
Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定

３ ａ ＝ ０． ５，ｂ ＝ ２． ８，ｃ ＝ ３，ｄ ＝ ２ ｄ１ ／ ｄ２ ＞ ０． ３１６ ３ 不稳定

　 　 对常微分系统 （１）， 取表 １ 中序号 １ 的参数值， 则 ｕ０ ＝ １， ｂ０ ＝ ２􀆰 ３７５， Ｅ∗ ＝ （１，３􀆰 ３７５） 。 若取 ｂ ＝
２􀆰 ３ ＜ ２􀆰 ３７５ ， 此时 Ｔ ＜ ０， Ｄ ＞ ０ ， 则正平衡点 Ｅ∗渐近稳定， 如图 １ 所示； 若取 ｂ ＝ ２􀆰 ４７ ＞ ｂ０ ， 由

定理 １ 可知， 当 ｂ 经过 ｂ０ 时， 平衡点 Ｅ∗失去稳定性， 并在 ｂ０ 附近产生 Ｈｏｐｆ 分支， Ｈｏｐｆ 分支的方向

是超临界的， 且分支周期解是轨道渐近稳定的， 如图 ２ 所示。 初始值均取 （ｕ０ ，ｖ０ ） ＝ （１，３􀆰 ５） 。

图 1 系统(1) 的正平衡 E * 渐近稳定（b=2.3＜b0）
Fig.1 Asymptotically stability for the positive equilibrium E * of system (1)（b=2.3＜b0）

a） 时间序列图 b） 相图
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图 2 系统(1) 产生的稳定周期解（b=2.47＞b0）
Fig.2 Stable periodic solutions of system (1)（b=2.47＞b0）

a） 时间序列图 b） 相图
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对扩散系统 （７）， 取表 １ 中序号 ２ 的参数值， 则 ｚ１ ＝ ０． １５０ ３， Ｅ∗ ＝ （１，３） 。 如果 ｄ１ ＝ ０． １６，
ｄ２ ＝ １ ， 那么 ｄ１ 、 ｄ２ 满足 ｄ１ ／ ｄ２ ＞ ｚ１ 。 由定理２ 可知， 系统 （７） 的正平衡点 Ｅ∗局部渐近稳定， 如图３
所示。

如果 ｄ１ ＝ ０． ７， ｄ２ ＝ ５ ， 那么 ｄ１、 ｄ２ 满足 ０ ＜ ｄ１ ／ ｄ２ ＜ ０． １５０ ３ ， 但 μ１ ＞ （ｂ － ｕ２
０） ／ ｄ１ － ｃｄ ／ （ｄ１（ｃ ＋

ｕ０ ） ２ ） 。 由定理 ３ 可知， 系统 （７） 的正平衡点 Ｅ∗局部渐近稳定， 如图 ４ 所示。
如果 ｄ１ ＝ ０． ００１， ｄ２ ＝ ０． １ ， 那么 ｄ１ 、 ｄ２ 满足 ０ ＜ ｄ１ ／ ｄ２ ＜ ０． １５０ ３ ， 但 μ１ ＜ （ｂ － ｕ２

０ ） ／ ｄ１ －
ｃｄ ／ （ｄ１ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ）。 由定理 ３ 可知， 系统 （７） 的正平衡点 Ｅ∗是 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定的， 系统可能出现非常

数稳态分支， 如图 ５ 所示。 初始值均取 （ｕ０ ，ｖ０ ） ＝ （１ ＋ １． ２５ｃｏｓ（５ｘ），３． ５ ＋ １． ２５ｃｏｓ（５ｘ）） 。

对扩散系统 （７）， 取表 １ 中序号 ３ 的参数值， 则 ｚ－ ＝ ０． ３１６ ３ 。 如果 ｄ１ ＝ ０． ３２、 ｄ２ ＝ １ ， 则 ｄ１ 、
ｄ２ 满足条件 ｄ１ ／ ｄ２ ＞ ０． ３１６ ３ ， 由定理 ４ 可知， 系统 （７） 存在稳定的 Ｈｏｐｆ 分支周期解， 如图 ６ 所示。
初始值取 （ｕ０ ，ｖ０ ） ＝ （１ ＋ ０． １ｃｏｓ（５ｘ），３． ５ ＋ ０． １ｃｏｓ（５ｘ））。

图 3 系统(7)正平衡点 E * 局部渐近稳定（d1=0.16,d2=1）
Fig.3 Local asymptotically stability for the positive equilibrium E * of system (7)（d1=0.16,d2=1）
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图 4 系统(7)正平衡点 E * 局部渐近稳定（d1=0.7,d2=5）
Fig.4 Local asymptotically stability for the positive equilibrium E * of system (7)（d1=0.7,d2=5）
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图 5 系统(7)正平衡点 E * 局部渐近稳定（d1=0.001,d2=0.1）
Fig.5 Local asymptotically stability the positive equilibrium E * of system (12)（d1=0.001,d2=0.1）
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图 6 系统(7)存在的稳定 Hopf 分支周期解（d1=0.32,d2=1）
Fig.6 Stable Hopf bifurcation periodic solutions of system (7)（d1=0.32,d2=1）
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４　 结论
本文在常微分模型 （１） 的基础上添加扩散项， 在 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件下， 讨论反应扩散系统

（２） 的动力学性质。 对文献 ［１］ 中的研究内容加以补充和拓展， 以 ｂ 为分支参数， 分别给出常微分

系统 （１） 和扩散系统 （２） 的 Ｈｏｐｆ 分支及稳定性。 特别对扩散系统 （２）， 给出扩散比对系统稳定性

的影响。 当参数 ｂ 满足 ｕ２
０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ ＜ ｂ ＜ ２ｕ２

０ ＋ ｃｄ ／ （ｃ ＋ ｕ０ ） ２ 时， 稳定的正平衡点会因为扩散比

的变化可能失去稳定性。 结果表明， 当扩散比 ｄ１ ／ ｄ２ ＞ ｚ１ 时， 扩散系统的正平衡点是局部渐近稳定

的； 当扩散系数 ｄ１ 充分小且扩散比 ｄ１ ／ ｄ２ ＜ ｚ１ 时， 正平衡点是 Ｔｕｒｉｎｇ 不稳定的。
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