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一类高斯过程的碰撞概率
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［摘要］ 令 Ｘ ＝ ｛Ｘ（ ｔ），ｔ ∈ Ｒ｝ 是由 Ｘ（ ｔ） ＝ （Ｘ１ （ ｔ），…，Ｘｄ（ ｔ））（∀ｔ ∈ Ｒ） 定义在 Ｒｄ 上的高斯过程， 其

中 Ｘ１ ，…，Ｘｄ 独立同分布于一个实值高斯过程 Ｘ０ ＝ ｛Ｘ０ （ ｔ），ｔ∈Ｒ｝ ， 且 Ｅ［（Ｘ０ （ ｔ） － Ｘ０ （ ｓ）） ２ ］ ≈ γ２ （ ｔ － ｓ ）

（ ｆ ≈ ｇ 表示存在常数 ｃ， 使得 ｃ －１ ｇ ≤ ｆ ≤ ｃｇ） ， γ 是满足一定条件且具有上下指数的函数。 利用 γ 的上下指

数研究该过程碰撞概率， 其上界的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度由 γ 的上指数 α∗确定， 而下界的容量由下指数 α∗确定。
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０　 引言
随机过程或随机场的碰撞概率一直都是许多学者的研究热点。 碰撞概率描述了给定过程到达某一

状态或状态集 Ｆ 的概率， 通过 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度和状态集 Ｆ 的容量来确定碰撞概率的上下界是概率位势

理论中的基本问题。 文献 ［１］ 用 Ｂｅｓｓｅｌ⁃Ｒｉｅｓｚ 容量确定布朗单碰撞概率的上下界， 但这一结果只适

用于具有平稳独立增量性质的随机过程或随机场。 此后， 许多学者对一般条件的随机场或随机过程的

碰撞概率进行大量研究， 其碰撞概率的上界不再用容量表示， 而用 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度来表示。 如文献

［２］ 用 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度确定非线性随机热方程的碰撞概率的上界； 文献 ［３ － ４］ 用 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度确定
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各向异性高斯随机场的碰撞概率的上界。 最近， 文献 ［５ － ６］ 分别利用 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度和 Ｂｅｓｓｅｌ⁃Ｒｉｅｓｚ
容量确定过程碰撞概率的上下界。

注意到文献 ［３ － ４］ 各向异性高斯过程的协方差结构较为具体， 仅为 ＲＮ 上的各种度量确定。 但

不是每一个随机场的协方差结构可被这些具体的度量确定。 如文献 ［７］ 研究的可协调型多参数

ｍｆＢｍ， 受其逐点赫尔德指数的影响， 其协方差结构不能为 ＲＮ 上度量确定。 而文献 ［６， ８］ 研究高斯

过程的协方差结构由函数 γ０ 确定， 其中 γ０ 是连续、 严格递增， 在 ０ 附近是凸的， 且满足 ｌｉｍ
ｒ→０

γ０ ＝ ０ 的

函数。 具有这样条件的 γ０ 不受幂类型和近似自相似性的限制， 且可以找到仅依赖于它的最优核函数，
从而得到与该最优核函数有关的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度和容量来确定碰撞概率的上下界， 但条件不好验证。
本文考虑的这类高斯过程的协方差结构由函数 γ 确定， γ 所需条件比 γ０ 较弱， 为非降、 右连续且

γ（０＋） ＝ ０ 的一个函数。 另外， γ 还具有上下指数。 自然地， 引出一个问题， 是否可以利用 γ 的上下

指数来研究高斯过程 Ｘ 的碰撞概率？
文献 ［４］ 给出在 Ｒｄ 上满足一定条件的实值各向异性高斯随机场 Ｘ 的碰撞概率， 文献 ［９］ 改进

文献 ［４］ 建立的结果， 给出碰撞概率估计

ｃ －１ＣρＨ，ｄ（Ｅ × Ｆ） ≤ Ｐ｛Ｘ（Ｅ） ∩ Ｆ ≠ ϕ｝ ≤ ｃＨｄ
ρＨ

（Ｅ × Ｆ）。 （１）

其中： Ｅ ⊆ ［ε′，１］ Ｎ，ε′ ∈ （０，１）； Ｆ ⊆ Ｒｄ 是 Ｂｏｒｅｌ 集； Ｈ ＝ （Ｈ１ ，Ｈ２ ，…，ＨＮ） ∈ （０，１） Ｎ ； ｃ 是依赖

［ε′，１］ Ｎ 、 Ｆ、 Ｈ 的有限常数； ρＨ 是 ＲＮ × Ｒｄ 上的度量， 即对任意的 （ ｓ，ｘ），（ ｔ，ｙ） ∈ ＲＮ × Ｒｄ ， ρＨ（（ ｓ，

ｘ），（ ｔ，ｙ）） ＝ ｍａｘ｛∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｓ ｊ － ｔ ｊ Ｈｊ， ｘ － ｙ ｝ 。

事实上， 本文研究的高斯随机过程满足类似文献 ［４］ 的条件， 因此通过对标准证明进行适当的

调整， 下界的估计仍然利用二阶矩讨论， 上界的估计通过简单的覆盖讨论， 可以得到类似式 （１） 的

估计， 即 ｃ１Ｃρα１，ｄ（Ｅ × Ｆ） ≤ Ｐ｛Ｘ（Ｅ） ∩ Ｆ ≠ ϕ｝ ≤ ｃ２Ｈｄ
ρα２

（Ｅ × Ｆ） ， 其中： α１ ∈ （α∗，１）； α２ ∈ （０，α∗）。

进一步， 由 β１ 满足 ０ ＜ β１ ／ α∗ ＜ ｄｉｍ（Ｅ） ≤ α∗ｄ ， β２ 满足 ０ ＜ ｄｉｍＭ（Ｅ） ≤ α２β２ ／ α∗ ， 且 β２ ＜ α∗ｄ 可

以得到估计 ｃ３Ｃｄ－β１ ／ α∗
（Ｆ） ≤ Ｐ｛Ｘ（Ｅ） ∩ Ｆ ≠ ϕ｝ ≤ ｃ４Ｈｄ－β２ ／ α∗ （Ｆ）。

１　 预备知识
文中， 假设 Ｘ ＝ ｛Ｘ（ ｔ），ｔ ∈ Ｒ｝ 是 Ｒｄ 上的高斯随机过程， 其中

Ｘ（ ｔ） ＝ （Ｘ１ （ ｔ），Ｘ２ （ ｔ），…，Ｘｄ（ ｔ）），∀ｔ ∈ Ｒ， （２）
这里的分量过程 Ｘ１ ，Ｘ２ ，…，Ｘｄ 独立同分布于实值中心化高斯随机过程 Ｘ０ ， 且 Ｘ０ （０） ＝ ０ 。 假设 Ｘ０ 满

足： （Ｃ１） 存在正常数 ｃ５ 、 ｃ６ 和一个非降右连续函数 γ：［０，∞ ） → ［０，∞ ） ， 且 γ（０） ＝ ０ ， 使得对任

意的 ｔ ∈ Ｒ ， Ｅ［Ｘ０ （ ｔ） ２ ］ ≥ ｃ５ ， 且对所有 ｓ，ｔ ∈ ［０，∞ ） ， 有

ｃ －１
６ γ２ （ ｔ － ｓ ） ≤ Ｅ［（Ｘ０ （ ｔ） － Ｘ０ （ ｓ）） ２ ］ ≤ ｃ６γ２ （ ｔ － ｓ ）； （３）

（Ｃ２） 存在常数 δ， ｃ７ ＞ ０ ， 使得对所有 ｓ，ｔ ∈ ［０，∞ ） ， 当 ｔ － ｓ ≤ δ 时， 有

Ｖａｒ（Ｘ０ （ ｔ） Ｘ０ （ ｓ）） ≥ ｃ７γ２ （ ｔ － ｓ ）。 （４）

　 　 注 １　 １） 函数 γ２ （ ｔ － ｓ ） 仅依赖 ｔ － ｓ ， 条件 （Ｃ１） 和 （Ｃ２） 要求 Ｘ０ 的增量是近似平稳的；
２） 条件 （Ｃ２） 称为局部不确定性； ３） 在式 （３） 条件下， 过程一定存在一个连续修正， 因此本文

恒设 Ｘ 连续。
恒假设 γ 具有上下指数。 定义 γ 在 ０ 处的上指数为

α∗ ＝ ｉｎｆ｛β ≥ ０：ｌｉｍ
ｒ→０

（γ（ ｒ） ／ ｒβ） ＝ ∞ ｝。 （５）

为了方便， 这里的 ｉｎｆ ϕ ＝ ∞ 。 类似地， γ 在 ０ 处的下指数定义为

α∗ ＝ ｓｕｐ｛β ≥ ０：ｌｉｍ
ｒ→０

（γ（ ｒ） ／ ｒβ） ＝ ０｝。 （６）

·９８４·
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　 　 注 ２　 下面是关于函数 γ 的上下指数的注： １） 由函数 γ 的上下指数的定义可知， ０ ≤ α∗ ≤ α∗ ≤
∞ ； ２） 任意给定常数 ｃ８ ，ｃ９ ＞ ０ ， 对任意 ε０ ＞ ０ ， 存在 δ１ ＞ ０ ， 使得对 ｒ ∈ （０，δ１ ） ， 有 ｃ８ ｒα∗＋ε０ ≤
γ（ ｒ） ≤ ｃ９ ｒα∗－ε０ ； ３） 任意给定常数 ｃ１０ ，ｃ１１ ＞ ０ ， 对任意 ε０ ＞ ０ ， 存在 δ２ ＞ ０ ， 使得对 ｒ ∈ （０，δ２ ） ，
有 ｃ１０ ｒα∗＋ε０ ≤ γ（ ｒ） ≤ ｃ１１ ｒα∗－ε０ 。

首先介绍一些符号用于后续定理的证明。
令 α ∈ （０，１） ， 考虑 Ｒ ＋ × Ｒｄ 上的抛物度量 ρα， 其定义为： 对任意 （ ｓ，ｘ）， （ ｔ，ｙ） ∈ Ｒ ＋ × Ｒｄ ，

ρα（（ ｓ，ｘ），（ ｔ，ｙ）） ＝ ｍａｘ｛ ｔ － ｓ α， ｘ － ｙ ｝ ， 这里的 · 表示 Ｒｄ 上的欧式度量。
对 β ＞ ０， Ｆ ⊆ Ｒ ＋ × Ｒｄ 关于抛物度量 ρα 的 β⁃维 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度定义为

Ｈβ
ρα

（Ｆ） ＝ ｌｉｍ
δ→０

ｉｎｆ｛∑
∞

ｊ ＝ １
（２ｒ ｊ） β：Ｆ ⊆∪

∞

ｊ ＝ １
Ｂρα

（ ｒ ｊ），ｒ ｊ ≤ δ｝。 （７）

其中： Ｂρα
（ ｒ ｊ） 是度量空间 （Ｒ ＋ × Ｒｄ，ρα） 上半径为 ｒ ｊ 的开球。 对 Ｆ ⊆ Ｒ ＋ × Ｒｄ ， 记 Ｆβ 为 Ｆ 的 β 阶能量，

定义为 ερα，β（Ｆ） ＝ ∫
Ｒ ＋ ×Ｒｄ

∫
Ｒ ＋ ×Ｒｄ

ｆβ（ρα（ｕ，ｖ））μ（ｄｕ）μ（ｄｖ） ， 其中： ｆβ：Ｒ ＋ → Ｒ ＋ 是一个核函数， 定义为

ｆβ（ ｒ） ＝
ｒ －β，β ＞ ０，
ｌｏｇ（ｅ ／ （ ｒ ∧ １）），β ＝ ０，
１，β ＜ ０。

{ （８）

　 　 集 Ｆ 在抛物度量 ρα 下的 β 阶容量定义为

Ｃρα，β（Ｆ） ＝ ［ ｉｎｆ
μ∈Ｐ（Ｆ）

ερα，β（Ｆ）］ －１ ， （９）

其中： Ｐ（Ｆ） 表示 Ｆ 的概率测度的全体。

对 β ＞ ０， Ｅ ⊆ Ｒｄ 的 β 维 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度定义为 Ｈβ（Ｅ） ＝ ｌｉｍ
δ→０

ｉｎｆ｛∑
∞

ｊ ＝ １
Ｕ ｊ

β：｛Ｕ ｊ｝ 是 Ｅ 的一个 δ⁃覆

盖， Ｕ ｊ ≤ δ｝ ； Ｈβ 的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 维数定义为 ｄｉｍ（Ｅ） ＝ ｉｎｆ｛β ＞ ０：Ｈβ（Ｅ） ＝ ０｝ 。 对所有 Ｅ ⊆ Ｒｄ ， 令

Ｎ（Ｅ，ｒ） 是用直径为 ｒ 的集合去覆盖 Ｅ 所需的最小集合个数。 Ｅ 的上下 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 维数的定义分别为：

ｄｉｍＭ（Ｅ）：＝ ｌｉｍ
ｒ→０ ＋

［ｌｏｇ Ｎ（Ｅ，ｒ） ／ ｌｏｇ（１ ／ ｒ）］； ｄｉｍＭ（Ｅ）：＝ ｌｉｍ
ｒ→０ ＋

［ｌｏｇ Ｎ（Ｅ，ｒ） ／ ｌｏｇ（１ ／ ｒ）］ 。 等价地， Ｅ 的上

Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 维数可以写为

ｄｉｍＭ（Ｅ） ＝ ｉｎｆ ｛ｋ：∃Ｃ ＜ ∞ ，使得 Ｎ（Ｅ，ｒ） ≤ Ｃｒ －ｋ，对所有 ｒ ＞ ０｝。 （１０）
　 　 对 β ＞ ０， Ｅ ⊆ Ｒｄ 的 β 阶容量的定义为 Ｃβ（Ｅ） ＝ ［ ｉｎｆ

μ∈Ｐ（Ｅ）
εβ（Ｅ）］ －１ ， 其中： εβ（Ｅ） ＝

∫
Ｒｄ

∫
Ｒｄ

ｆβ（ ｘ － ｙ ）μ（ｄｘ）μ（ｄｙ） 。

本文恒假定 Ｉ：＝ ［ε１ ，１］ ， 其中 ε１ ∈ （０，１） 是固定的常数。 由于后续证明中利用了抛物度量下的

容量和 Ｈａｕｓｓｄｏｒｆｆ 测度， 恒假定 α∗、 α∗满足 ０ ＜ α∗ ≤ α∗ ＜ １ 。 文献 ［１０］ 提供了 α∗ ≤１ 的充分条

件。 通过对文献 ［４］ 中引理 ３􀆰 １ 和引理 ３􀆰 ２ 的讨论进行适当修改， 引出引理 １ 和引理 ２ 分别用于碰

撞概率下界和上界的证明。
引理 １　 令 Ｘ ＝ ｛Ｘ（ ｔ），ｔ ∈ Ｒ｝ 是由式 （２） 定义的一个高斯随机过程， 且 Ｘ０ 满足条件 （Ｃ１） 和

（Ｃ２）， 则存在有限正常数 ｃ１２ ， 使得对任意的 α１ ∈ （α∗，１） 及所有的 ｘ，ｙ ∈ Ｒｄ、 ｓ，ｔ ∈ Ｉ 和 ｎ ＞ １ ， 有

∫
Ｒ２ｄ

ｅ －ｉ（〈ξ，ｘ〉 ＋〈η，ｙ〉） ｅｘｐ［ － （ξ，η）（ｎ －１Ｉ２ｄ ＋ Ｃｏｖ（Ｘ（ ｓ），Ｘ（ ｔ）））（ξ，η） Ｔ ／ ２］ｄξｄη ≤

ｃ１２ρα１
（（ ｓ，ｘ），（ ｔ，ｙ）） －ｄ。 （１１）

其中： Ｉ２ｄ表示阶为 ２ｄ 的单位矩阵； Ｃｏｖ（Ｘ（ｓ），Ｘ（ｔ）） 表示随机向量 （Ｘ（ｓ），Ｘ（ｔ）） 的协方差阵； （ξ，η）Ｔ

为行向量 （ξ，η） 的转置。

证明　 根据文献 ［４］ 中引理 ３􀆰 ２ 的证明， 得到 ∫
Ｒ２ｄ

ｅ －ｉ（〈ξ，ｘ〉 ＋〈η，ｙ〉） ｅｘｐ［ － （ξ，η）（ｎ －１Ｉ２ｄ ＋ Ｃｏｖ（Ｘ（ｓ），

·０９４·
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Ｘ（ｔ）））（ξ，η）Ｔ ／ ２］ｄξｄη ≤ （２π）ｄ（ｄｅｔ Γｎ（ｓ，ｔ）） －ｄ ／ ２ｅｘｐ［ － ｃ１３ ｘ － ｙ ２ ／ （２ｄｅｔ Γｎ（ｓ，ｔ））］ 。 其中： Γｎ（ｓ，ｔ） ＝
ｎ －１Ｉ２ ＋ Ｃｏｖ（Ｘ ｊ（ ｓ），Ｘ ｊ（ ｔ）） ， 常数 ｃ１３满足 ０ ＜ ｃ１３ ≤ ｍｉｎ｛ｃ５ ，ｃ５ｃ７ ／ ｃ６ ｝。

根据条件 （ Ｃ１ ）、 （ Ｃ２ ） 和注 ２， 存在常数 ｃ１４ ， 使得 ｄｅｔ Γｎ（ ｓ，ｔ） ≥ ｄｅｔ Ｃｏｖ（Ｘ０ （ ｓ），Ｘ０ （ ｔ）） ＝
Ｖａｒ（Ｘ０ （ ｓ））Ｖａｒ（Ｘ０ （ ｔ） Ｘ０ （ ｓ））≥ ｃ１４ ｔ － ｓ ２α１ 。

记 Ｉｎ（（ ｓ，ｘ），（ ｔ，ｙ）） ＝ （２π） ｄ（ｄｅｔ Γｎ（ ｓ，ｔ）） －ｄ ／ ２ ｅｘｐ［ － ｃ１３ ｘ － ｙ ２ ／ （２ｄｅｔ Γｎ（ ｓ，ｔ））］ 。 一方面， 当

ｄｅｔ Γｎ（ ｓ，ｔ） ≥ ｘ － ｙ ２ 时， 有

Ｉｎ（（ ｓ，ｘ），（ ｔ，ｙ）） ≤ （２π） ｄ（ｄｅｔ Γｎ（ ｓ，ｔ）） －ｄ ／ ２ ≤ ｃ１５ ｔ － ｓ －α１ｄ。 （１２）
另一方面， 当 ｄｅｔ Γｎ（ ｓ，ｔ） ≤ ｘ － ｙ ２ 时， 利用基本不等式 ｘｄ ／ ２ ｅ －ｃ１６ｘ ≤ ｃ１７ ， 有

Ｉｎ（（ ｓ，ｘ），（ ｔ，ｙ）） ≤ ｃ１８ ｘ － ｙ －ｄ。 （１３）
　 　 结合式 （１２） ～ 式（１３）， 存在常数 ｃ１９ ， 使得 Ｉｎ（（ ｓ，ｘ），（ ｔ，ｙ）） ≤ ｃ１９ ／ ｍａｘ｛ ｔ － ｓ α１ｄ， ｘ － ｙ ｄ｝ ＝

ｃ１９ρα１
（（ ｓ，ｘ）， （ ｔ，ｙ）） －ｄ 。 因 此， ∫

Ｒ２ｄ
ｅ －ｉ（〈ξ，ｘ〉 ＋〈η，ｙ〉） ｅｘｐ［ － （ξ，η）（ｎ －１Ｉ２ｄ ＋ Ｃｏｖ（Ｘ（ ｓ），Ｘ（ ｔ）））（ξ，

η） Ｔ ／ ２］ｄξｄη ≤ ｃ１９ρα１
（（ ｓ，ｘ），（ ｔ，ｙ）） －ｄ 。

注 ３　 由容量的定义可知， Ｃｄ－１ ／ α∗
≥ Ｃｄ－１ ／ α∗ ， 所以为了碰撞概率下界得到更好的结果， 在该引

理中考虑下指数， 不考虑上指数。
引理 ２　 令 Ｘ ＝ ｛Ｘ（ ｔ），ｔ ∈ Ｒ｝ 是由式 （２） 定义在 Ｒｄ 上的高斯随机过程， 且 Ｘ０ 满足条件 （Ｃ１）

和 （Ｃ２）， 那么存在常数 δ０ ＞ ０、 ｃ２０ ＞ ０ 和任意 α２ ∈ （０，α∗） ， 使得对所有的 Ｍ ＞ ０、 ｘ ∈ ［ － Ｍ，Ｍ］ ｄ，
且对所有的 ｒ ∈ （０，δ０ ）、 ｔ ∈ Ｉ ， 有

Ｐ｛ ｉｎｆ
ｓ∈Ｂ（ ｔ，ｒ）∩Ｉ

Ｘ（ ｓ） － ｘ ≤ ｒ｝ ≤ ｃ２０ ｒｄ。 （１４）

其中： Ｂ（ ｔ，ｒ） ＝ ｛ ｓ ∈ Ｒ： ｔ － ｓ α２ ≤ ｒ｝。
注 ４　 由 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度的定义可知， Ｈｄ－１ ／ α∗

≥ Ｈｄ－１ ／ α∗ ， 所以为了碰撞概率上界得到更好的结果，
在引理 ２ 中考虑上指数。

２　 碰撞概率的下界
定理 １　 令 Ｘ ＝ ｛Ｘ（ ｔ），ｔ ∈ Ｒ｝ 是由式 （２） 定义的高斯随机过程， 且 Ｘ０ 满足条件 （ Ｃ１） 和

（Ｃ２）。 如果对任意的 α１ ∈ （α∗，１）、 Ｍ ＞ ０， Ｆ ⊆ ［ － Ｍ，Ｍ］ ｄ 是 Ｂｏｒｅｌ 集， 且 Ｅ ⊂ Ｉ ， 有

Ｐ｛Ｘ（Ｅ） ∩ Ｆ ≠ ϕ｝ ≥ ｃ２１Ｃρα１，ｄ（Ｅ × Ｆ）。 （１５）
其中： ｃ２１仅依赖于 Ｉ、 Ｆ、 α１ 。

证明　 当 Ｃρα１，ｄ（Ｅ × Ｆ） ＝ ０ 时， 结论显然成立。 设 Ｃρα１，ｄ（Ｅ × Ｆ） ＞ ０ ， 在 Ｆ 上存在一个 Ｂｏｒｅｌ 概
率测度 μ， 使得

ερα１，ｄ（μ）：＝ ∫
Ｒ ＋ ×Ｒｄ

∫
Ｒ ＋ ×Ｒｄ

ρα１
（ｕ，ｖ） －ｄμ（ｄｕ）μ（ｄｖ） ≤ ２ ／ Ｃρα１，ｄ（Ｅ × Ｆ）。 （１６）

　 　 定义闭区间 Ｉ 上的随机测度序列 （μｎ） ｎ≥１ 为 μｎ（ｄｔ，ｄｘ） ＝ （２πｎ） ｄ ／ ２ ｅｘｐ［ － ｎ Ｘ（ ｔ） － ｘ ２ ／ ２］μ（ｄｔ，

ｄｘ） ＝ ∫
Ｒｄ

ｅｘｐ［ － ξ ２ ／ （２ｎ） ＋ ｉ〈ξ，Ｘ（ ｔ） － ｘ〉］ｄξμ（ｄｔ，ｄｘ） ， 第二个等式可由正态分布的特征函数得到。

记 μｎ ：＝ μｎ（Ｅ × Ｆ） 为测度序列 （μｎ） ｎ≥１ 的总测度， 下面证明

Ｅ（ μｎ ） ≥ ｃ２２ ， Ｅ（ μｎ
２ ） ≤ ｃ２３Ｅρα１，ｄ（μ）。 （１７）

Ｅ（ μｎ ） ＝ ∫
Ｅ×Ｆ

∫
Ｒｄ

ｅ －ｉ〈ξ，ｘ〉 ｅｘｐ［ － ξ ２ （ｎ －１ ＋ σ２ （ ｔ） ） ／ ２］ ｄξμ（ ｄｔ，ｄｘ） ＝ ∫
Ｅ×Ｆ

（２π ／ ｎ －１ ＋ σ２ （ ｔ） ） ｄ ／ ２

ｅｘｐ［ － ｘ ２ ／ （２（ｎ －１ ＋ σ２ （ｔ））］μ（ｄｔ，ｄｘ） ≥ ∫
Ｅ×Ｆ

［２π ／ （１ ＋ σ２ （ｔ））］ ｄ ／ ２ ｅｘｐ［ － ｄＭ２ ／ （２σ２ （ｔ））］μ（ｄｔ，ｄｘ）：＝

ｃ２２ ＞ ０ ， 其中 σ２ （ ｔ）：＝ Ｅ（Ｘ２ （ ｔ）） ， 第二个等式可利用正态分布的特征函数逆变换得到。 由 Ｆ 的有界

·１９４·
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性和概率测度 μ 可知， ｃ２２独立于 μ 和 ｎ。

由引理 １， 有 Ｅ（ μｎ
２ ） ＝ ∫

Ｅ×Ｆ
∫

Ｅ×Ｆ
∫

Ｒ２ｄ
ｅ －ｉ（〈ξ，ｘ〉 ＋〈η，ｙ〉） ｅｘｐ［ － （ξ，η）（ｎ －１Ｉ２ｄ ＋ Ｃｏｖ（Ｘ（ ｓ），Ｘ（ ｔ））（ξ，

η） Ｔ） ／ ２］ｄξｄημ（ｄｓ，ｄｘ）μ（ｄｔ，ｄｙ） ≤ ∫
Ｅ×Ｆ

∫
Ｅ×Ｆ

ｃ２４ρα１
（（ ｓ，ｘ），（ ｔ，ｙ）） －ｄμ（ｄｓ，ｄｘ）μ（ｄｔ，ｄｙ） ＝ ｃ２４Ｅρα１，ｄ（μ）。

由式 （１７） 和 Ｐａｌｅｙ⁃Ｚｙｇｍｕｎｄ 不等式， 测度序列 （νｎ） ｎ≥１ 存在一个子序列弱收敛于有限正测度 μ，
μ 支撑在集 ｛（ｓ，ｘ） ∈ Ｅ × Ｆ：Ｘ（ｓ） ＝ ｘ｝ 上， 且满足式 （１７）。 因此， Ｐ｛Ｘ（Ｅ） ∩ Ｆ ≠ ϕ｝ ≥ Ｐ｛ μ ＞ ０｝ ≥
Ｅ（ μ ２ ） ／ Ｅ（ μ ２ ） ≥ ｃ２

２２ ／ ｃ２３Ｅρα１，ｄ（μ） ≥ ｃ２５Ｃρα１，ｄ（Ｅ × Ｆ）。
定理 ２　 令 Ｘ ＝ ｛Ｘ（ ｔ），ｔ ∈ Ｒ｝ 是由式 （２） 定义的高斯随机过程， 且 Ｘ０ 满足条件 （Ｃ１） 和 （Ｃ２）。

如果对任意的 Ｍ ＞ ０， Ｆ ⊆ ［ － Ｍ，Ｍ］ ｄ 是 Ｂｏｒｅｌ 集， 且 Ｅ ⊂ Ｉ ， 那么对任意的 β１ ， 满足 ０ ＜ β１ ／ α∗ ＜
ｄｉｍ （Ｅ） ≤ α∗ｄ ， 有

Ｐ｛Ｘ（Ｅ） ∩ Ｆ ≠ ϕ｝ ≥ ｃ２６Ｃｄ－β１ ／ α∗
（Ｆ）。 （１８）

其中： ｃ２６是正的常数且依赖于 Ｅ、 Ｆ、 α∗、 β１ 。
通过对文献 ［５］ 引理 ２􀆰 ６ 的讨论进行适当修改， 引入引理 ３。
引理 ３　 令 ｄ ≥１ ， 且 ０ ＜ β ／ α∗ ＜ α∗ｄ， ν 是 ［０，１］ 上的 Ｂｏｒｅｌ 概率测度， 使得对所有的 ａ ∈ ［０，１］

和 δ ＞ ０ ， 有

ν（［ａ，ａ ＋ δ］） ≤ ｃ２７δβ ／ α∗ 。 （１９）
其中： ｃ２７是仅依赖于 α∗、 β 的正常数。 那么对所有的 ｒ ＞ ０， Ｈ ∈ （α∗，１） ， 有

ｓｕｐ
ｔ∈［０，１］ ∫［０，１］

１ ／ ｍａｘ｛ ｒｄ， ｓ － ｔ Ｈｄ｝ν（ｄｓ） ≤ ｃ２８ ｆｄ－β ／ α∗
（ ｒ）。 （２０）

其中： ｆｄ－β ／ α∗
（ ｒ） 是式 （８） 定义的核函数； ｃ２８是正常数且仅依赖于 ｄ、 α∗、 β。

证明　 当 ｒ ≥ １ 时，

ｓｕｐ
ｔ∈［０，１］ ∫［０，１］

１ ／ ｍａｘ｛ ｒｄ， ｓ － ｔ Ｈｄ｝ν（ｄｓ） ≤ ｒ －ｄ ≤ ｆｄ－β ／ α∗
（ ｒ）。 （２１）

　 　 当 ｒ ∈ （０，１） 时， 假设 ０ ＜ β ／ α∗＜ ｄ ， 根据积分区域的可加性， 将式 （２０） 中的积分分成 Ｉ１ 、 Ｉ２

两部分， Ｉ１ ＝ ∫
ｔ －ｓ ＜ ｒ１ ／ Ｈ

ｒ －ｄν（ｄｓ） ， Ｉ２ ＝ ∫
ｔ －ｓ ≥ｒ１ ／ Ｈ

ｔ － ｓ －Ｈｄν（ｄｓ） 。 利用式 （１９） 得到

Ｉ１ ≤ ｒ －ｄν（［ ｔ － ｒ１ ／ Ｈ，ｔ ＋ ｒ１ ／ Ｈ］） ≤ ｃ２７２β ／ α∗ｒ －（ｄ－β ／ （α∗Ｈ）） ≤ ｃ２７２β ／ α∗ｒ －（ｄ－β ／ α∗） ＝ ｃ２７２β ／ α∗ ｆｄ－β ／ α∗
（ ｒ）。 （２２）

　 　 设 ｋ（ ｒ）：＝ ｍｉｎ｛ｋ ≥ ０：２ －ｋ ≤ ｒ１ ／ Ｈ｝ ， 则 ［ ｒ１ ／ Ｈ，１） ⊂∪
ｋ（ ｒ）

ｋ ＝ １
［２ －ｋ，２ －ｋ＋１ ） 。 根据式 （１９）， 有

Ｉ２ ≤ ∑
ｋ（ｒ）

ｋ ＝ １
２ｋＨｄν（ｓ ∈ ［０，１］：２ －ｋ ≤ ｔ － ｓ ＜ ２ －ｋ＋１ ） ≤ ２ｃ２７∑

ｋ（ｒ）

ｋ ＝ １
２ｋ（Ｈｄ－β ／ α∗） ≤ 　

　 　 　 　 　 　 　 ２ｃ２７ （２Ｈｄ－β ／ α∗ ／ ２Ｈｄ－β ／ α∗ － １） ｒ －（ｄ－β ／ （α∗Ｈ）） ≤ ２ｃ２７ （２ｄ－β ／ α∗ ／ ２α∗ｄ－β ／ α∗ － １） ｒ －（ｄ－β ／ α∗） ＝
　 　 　 　 ２ｃ２７ （２ｄ－β ／ α∗ ／ ２α∗ｄ－β ／ α∗ － １） ｆｄ－β ／ α∗

（ ｒ）。　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２３）
因此， 结合式 （２１） ～ 式（２３） 可推出式 （２０） 成立。

现在证明定理 ２。 为了证明定理 ２， 只需要证明存在一个正常数 ｃ２９ ， 使得

Ｃｄ－β１ ／ α∗
（Ｆ） ≤ ｃ２９Ｃρα１，ｄ（Ｅ × Ｆ） （２４）

成立即可。
对 β１ ／ α∗∈ （０，ｄｉｍ（Ｅ）） ， 由 Ｆｒｏｓｔｍａｎ 定理， 存在一个支撑在区间 Ｅ 上的 Ｂｏｒｅｌ 概率测度 ν， 使得

对所有的 ａ ∈ Ｅ、 δ ＞ ０ ， 有 ν（［ａ，ａ ＋ δ］） ≤ ｃ３０δβ１ ／ α∗ ， 其中常数 ｃ３０ 仅依赖于 α∗、 β１ 。 假设

Ｃｄ－β１ ／ α∗
（Ｆ） ＞ ０ ， 否则结论显然成立。 对所有 γ ∈ （０，Ｃｄ－β１ ／ α∗

（Ｆ）） ， 存在支撑在 Ｆ 上的概率测度 ｍ，

使得 εｄ－β１ ／ α∗
（ｍ）：＝ ∫

Ｆ
∫

Ｆ
ｘ － ｙ －（ｄ－β１ ／ α∗） ｍ（ｄｘ）ｍ（ｄｙ） ≤ γ －１ 。 因为 ν ⊗ ｍ 是 Ｅ × Ｆ 上的概率测度， 由

富比尼定理和引理 ３ 可得， Ｅρα１，ｄ（ν ⊗ ｍ） ＝ ∫
Ｅ×Ｆ

∫
Ｅ×Ｆ

［１ ／ ｍａｘ｛ ｔ － ｓ α１ｄ， ｘ － ｙ ｄ｝］ν ⊗ ｍ（ｄｓ，ｄｘ）ν ⊗

·２９４·
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ｍ（ｄｔ，ｄｙ） ≤ ｃ２８ ∫
Ｆ
∫

Ｆ
ｘ － ｙ －（ｄ－β１ ／ α∗） ｍ（ｄｘ）ｍ（ｄｙ） ≤ ｃ２８γ －１ 。 于是， Ｃρα１，ｄ（Ｅ × Ｆ） ≥ ｃ －１

２８ γ 。 令

γ↑Ｃｄ－β１ ／ α∗
（Ｆ） ， 式 （２４） 成立。

３　 碰撞概率的上界
定理 ３　 令 Ｘ ＝ ｛Ｘ（ｔ），ｔ ∈ Ｒ｝ 是由式 （２） 定义的高斯随机过程， 且 Ｘ０ 满足条件 （Ｃ１） 和 （Ｃ２）。

如果对任意的 α２ ∈ （０，α∗）、 Ｍ ＞ ０ ， Ｆ ⊆ ［ － Ｍ，Ｍ］ ｄ 是 Ｂｏｒｅｌ 集， 且 Ｅ ⊂ Ｉ ， 则存在常数 ｃ３１ ＞ ０ ， 使得

Ｐ｛Ｘ（Ｅ） ∩ Ｆ ≠ ϕ｝ ≤ ｃ３１Ｈｄ
ρα２

（Ｅ × Ｆ）。 （２５）

　 　 证明　 类似文献 ［３］ 用简单覆盖讨论碰撞概率上界的方法。 选择一个任意常数 ｌ ＞ Ｈｄ
ρα２

（Ｅ ×

Ｆ） ， 由 Ｈｄ
ρα２

（Ｅ × Ｆ） 的定义， 存在 Ｒ ＋ × Ｒｄ 上的一序列球 ｛Ｂρα２
（（ ｔ ｊ，ｙ ｊ），ｒ ｊ），ｊ ≥ １｝ ， 使得 Ｅ × Ｆ ⊆

∪
∞

ｊ ＝ １
Ｂρα２

（（ ｔ ｊ，ｙ ｊ），ｒ ｊ） 和∑
∞

ｊ ＝ １
（２ｒ ｊ） ｄ ≤ ｌ 。 注意到， ｛Ｘ（Ｅ） ∩ Ｆ ≠ ϕ｝ ⊆∪

∞

ｊ ＝ １
｛Ｘ（（ ｔ ｊ － ｒ１ ／ α２

ｊ ，ｔ ｊ ＋ ｒ１ ／ α２
ｊ ）） ∩ Ｂ（ｙ ｊ，

ｒ ｊ） ≠ ϕ｝ ＝ ∪
∞

ｊ ＝ １
｛ ｉｎｆ

ｔ ｊ－ｓ α２ ＜ ｒ ｊ
Ｘ（ ｓ） － ｙ ｊ ＜ ｒ ｊ｝ 。 因 此， 根 据 引 理 ２， 有 Ｐ｛Ｘ（Ｅ） ∩ Ｆ ≠ ϕ｝ ≤

∑
∞

ｊ ＝ １
Ｐ｛ ｉｎｆ

ｔ ｊ－ｓ α２ ＜ ｒ ｊ
Ｘ（ ｓ） － ｙ ｊ ＜ ｒ ｊ｝ ≤ ∑

∞

ｊ ＝ １
（ｃ３２ｒｄ

ｊ ） ≤ ｃ３３ ｌ 。 由 ｌ 的任意性， 令 ｌ↓Ｈｄ
ρα２

（Ｅ × Ｆ） ， 则 Ｐ｛Ｘ（Ｅ） ∩

Ｆ ≠ ϕ｝ ≤ ｃ３１Ｈｄ
ρα２

（Ｅ × Ｆ） 成立。
定理 ４　 令 Ｘ ＝ ｛Ｘ（ ｔ），ｔ ∈ Ｒ｝ 是由式 （２） 定义的高斯随机过程， 且 Ｘ０ 满足条件 （ Ｃ１） 和

（Ｃ２）。 如果对任意的 α２ ∈ （０，α∗）、 Ｍ ＞ ０， Ｆ ⊆ ［ － Ｍ，Ｍ］ ｄ 是 Ｂｏｒｅｌ 集， 且 Ｅ ⊂ Ｉ ， 那么对任意 ０ ＜

ｄｉｍ Ｍ（Ｅ） ≤ α２β２ ／ α∗ ， 且 β２ ＜ α∗ｄ ， 有

Ｐ｛Ｘ（Ｅ） ∩ Ｆ ≠ ϕ｝ ≤ ｃ３４Ｈｄ－β２ ／ α∗ （Ｆ）。 （２６）
　 　 证明　 要证明式 （２６）， 只要证明存在一个正常数 ｃ３５ ， 使得 Ｈｄ

ρα２
（Ｅ × Ｆ） ≤ ｃ３５Ｈｄ－β２ ／ α∗ （Ｆ） 成立即

可。 令 τ ＞ Ｈｄ－β２ ／ α∗ （Ｆ） ， 由 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度的定义知， 存在半径为 ｒｎ 的开球集 Ｂ（ ｒｎ） ， 使得

Ｆ ⊂∪
∞

ｎ ＝ １
Ｂ（ ｒｎ）， ∑

∞

ｎ ＝ １
（２ｒｎ） ｄ－β２ ／ α∗ ≤ τ。 （２７）

对所有 ｎ ≥ １ ， 令 Ｅｎ，ｊ（ ｊ ＝ １，…，Ｎ（Ｅ，２ｒ１ ／ α２
ｎ ）） 是可以覆盖 Ｅ 的长度为 ２ｒ１ ／ α２

ｎ 的开区间集， 那么 Ｅｎ，ｊ ×
Ｂ（ ｒｎ）（ ｊ ＝ １，…，Ｎ（Ｅ，２ｒ１ ／ α２

ｎ ）） 是在抛物度量 ρα２
下能覆盖住 Ｅ × Ｆ 的半径为 ｒｎ 的开球集。 因此

Ｅ × Ｆ ⊂∪
∞

ｎ ＝ １
∪

ｊ
Ｅｎ，ｊ × Ｂ（ ｒｎ）。 （２８）

　 　 由 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 维数的定义， 对所有 δ ＞ ０ ， 用长度为 δ 的开区间去覆盖 Ｅ 所需的区间个数 Ｎ（Ｅ，δ）
满足

Ｎ（Ｅ，δ） ≤ ｃ３６δ －α２β２ ／ α∗ 。 （２９）
其中： ｃ３６是仅依赖于 Ｅ 的正有限常数。

结合式 （２７） ～ 式（２９）， 有 ∑
∞

ｎ ＝ １
∑

Ｎ（Ｅ，２ｒ１ ／ α２ｎ ）

ｊ ＝ １
（２ｒｎ） ｄ ≤ ｃ３６２（１ －α２）β２ ／ α∗∑

∞

ｎ ＝ １
（２ｒｎ） ｄ－β２ ／ α∗ ≤ ｃ３６２β２ ／ α∗τ。

令 τ↓Ｈｄ－β ／ α∗ （Ｆ）， 则 Ｈｄ
ρα２

（Ｅ × Ｆ） ≤ ｃ３５Ｈｄ－β ／ α∗ （Ｆ） 成立， 其中 ｃ３５ ＝ ｃ３４２β２ ／ α∗ ， 上界证毕。

４　 例子
因为满足条件 （Ｃ１） 和 （Ｃ２） 的高斯过程很多， 不仅包括分数布朗运动、 布朗单和具有规则变

化的增量方差函数的高斯过程 （它们的上下指数相等）， 还包括具有平稳增量和上下指数不同的高斯

过程。 当实值高斯随机场 Ｘ０ ＝ ｛Ｘ０ （ ｔ），ｔ ∈ ＲＮ｝ 具有平稳增量和连续的协方差函数时， 其上下指数与

函数 γ（ｈ） 的上下指数是一致的， 这里的 γ２ （ｈ） ＝ Ｅ［（Ｘ０ （ ｔ ＋ ｈ） － Ｘ０ （ ｔ）） ２ ］ 。 根据文献 ［１１］， 协方

·３９４·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

差函数 Ｒ（ ｓ，ｔ） 表示成 Ｒ（ ｓ，ｔ） ＝ ∫
ＲＮ

（ｅｉ〈 ｓ，λ〉 － １）（ｅ －ｉ〈 ｔ，λ〉 － １）Δ（ｄλ） ＋ 〈 ｓ，Ｑｔ〉 ， Ｑ 是 Ｎ × Ｎ 的正定矩阵，

则 Ｘ０ （ ｔ） ＝ ∫
ＲＮ

（ｅｉ〈 ｔ，λ〉 － １）Ｗ（ｄλ） ＋ 〈Ｙ，ｔ〉 ， 其中： Ｙ 是均值为零的高斯随机向量； Ｗ（ｄλ） 是独立于 Ｙ

的中心复值的高斯随机测度， 且对所有的 Ｂｏｒｅｌ 集 Ａ，Ｂ ⊆ ＲＮ ， 满足 Ｅ（Ｗ（Ａ） Ｗ（Ｂ）） ＝ Δ（Ａ ∩ Ｂ） 和

Ｗ（ － Ａ） ＝ Ｗ（Ａ） 。 当 Ｙ ＝ ０ 时， 有

γ２ （ｈ） ＝ Ｅ［（Ｘ０ （ ｔ ＋ ｈ） － Ｘ０ （ ｔ）） ２ ］ ＝ ２ ∫
ＲＮ

（１ － ｃｏｓ〈ｈ，λ〉）Δ（ｄλ）。 （３０）

　 　 例 １［１０］ 　 对任意给定常数 ０ ＜ Ｈ１ ＜ Ｈ２ ＜ １ 和任意递增实数序列 ｛ｂｋ，ｋ ≥ ０｝ ， 使得 ｂ０ ＝ ０， ｂｋ →

∞ ， 定义 ＲＮ 上的函数 ｆ 为 ｆ（λ） ＝ λ －（２Ｈ１ ＋Ｎ） ， λ ∈ （ｂ２ｋ，ｂ２ｋ＋１ ］，
λ －（２Ｈ２ ＋Ｎ） ， λ ∈ （ｂ２ｋ＋１ ，ｂ２ｋ＋２ ］。{

利用 Δ（ｄλ） ＝ ｆ（λ）ｄλ 作为谱测度， 可推出 Ｘ０ 具有平稳增量， 且 α∗ ＝ Ｈ１ ， α∗ ＝ Ｈ２ 。
高斯过程若具有例 １ 所定义的谱测度， 其上下指数不同， 那么利用定理 ２ 和定理 ４ 的结果可得到

其碰撞概率的上下界。
例 ２　 设 Ｘ ＝ ｛Ｘ（ ｔ），ｔ ∈ Ｒ｝ 是由式 （２） 定义在 Ｒｄ 上的高斯随机过程， 且 Ｘ０ ＝ ｛Ｘ０ （ ｔ），ｔ ∈ Ｒ｝

具有连续的协方差函数和例 １ 定义的谱测度， 那么对任意的 Ｍ ＞ ０ ， α２ ∈ （０，Ｈ２ ）， ０ ＜ β１ ／ Ｈ１ ＜

ｄｉｍ（Ｅ） ≤ ｄｉｍＭ（Ｅ） ≤ α２β２ ／ Ｈ２ ， 且 β１ ／ Ｈ１ ＜ Ｈ１ｄ， β２ ＜ Ｈ２ｄ ， 存在常数 ｃ３７ 、 ｃ３８ ， 使得对任意的 Ｂｏｒｅｌ
集 Ｆ ⊂ ［Ｍ，Ｍ］ ｄ， Ｅ ⊂ Ｉ， ｃ３７Ｃｄ－β１ ／ Ｈ１

（Ｆ） ≤ Ｐ｛Ｘ（Ｅ） ∩ Ｆ ≠ ϕ｝ ≤ ｃ３８Ｈｄ－β２ ／ Ｈ２
（Ｆ） ， 其中常数 ｃ３７依赖于

Ｅ、 Ｆ、 Ｈ１ 、 β１ ， ｃ３８依赖于 Ｅ、 Ｆ、 Ｈ２ 、 β２ 。
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