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Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ 时间分数阶反应

扩散方程的 Ｌ１ 格式差分逼近

刘欣然， 陈景华， 龚珊珊

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 提出一种求 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ 时间分数阶反应扩散方程的数值解法。 将一阶的时间导数用

Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ导数替换， 再对 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ 时间分数阶导数采用 Ｌ１ 插值逼近离散； 利用中心差分公

式离散空间二阶导数， 构造方程的数值离散格式， 并证明该数值格式具有稳定性和收敛性。 之后利用 Ｒｉｃｈ⁃
ａｒｄｓｏｎ 外推法进一步提高空间精度， 并给出具体算法， 使方程新的差分格式达到空间方向四阶收敛。 最后

给出一个数值算例， 证明该数值格式的有效性。
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０　 引言
分数阶 （空间分数阶、 时间分数阶和空间⁃时间分数阶） 反应扩散方程是经典的整数阶反应扩散

方程的推广， 它是将整数阶导数用分数阶导数来替换得到的微分方程。 由于分数阶微分算子是拟微分

算子， 具有非局部性， 因此分数阶微分方程比整数阶方程能更精确地拟合自然物理过程和动态系统过

程［１］ ． 并且这类方程已在物理、 生物、 化学等领域得到了广泛的应用［２］ 。
Ｈａｄａｍａｒｄ 分数阶导数不同于 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 和 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数［３］ ， 它的特殊性在于其积分

的核包含一个任意指数的对数函数。 研究发现， Ｈａｄａｍａｒｄ 导数、 Ｈａｄａｍａｒｄ 型分数微分方程在实际问

题中与力学、 工程等息息相关［４］ 。 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ 分数阶导数有助于描述变化缓慢的过程， 尤其是

微妙的难以感知的变化过程， 如能够更准确地描述 Ｌｏｍｎｉｔｚ 对数蠕变律及超慢力学等复杂过程［５］ 。 在

最近几年的研究中， Ｇｏｈａｒ［６］ 研究了 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ 分数阶常 ／ 偏微分方程的基本理论和数值方法，
改进了分数阶 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程的数值方法； Ｏｕ 等［７］ 研究了具有初始奇点的 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ 分数扩散波

方程； Ｊａｒａｄ 等［８］研究了 Ｈａｄａｍａｒｄ 分数阶导数的 Ｃａｐｕｔｏ 型修正及其性质； Ｗａｎｇ 等［９］ 研究了具有初始

奇点的 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ 分数式子扩散方程的非均匀时间网格的二阶方案； Ｆａｎ 等［１０］ 提出了 Ｌ１ － ２ 、
Ｌ２ － １Ｓ 、 Ｈ２Ｎ２ 等 ３ 种近似 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ 分数阶导数的数值公式。

在此情况下， 考虑 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ 时间分数阶反应扩散方程

ＣＨＤα
ａ，ｔｕ（ｘ，ｔ） ＋ μｕ（ｘ，ｔ） ＝ ∂２ｕ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｘ２ ＋ ｆ（ｘ，ｔ），ｘ ∈ ［０，Ｌ］，ｔ ∈ （ａ，Ｔ］。 （１）

边界条件为

ｕ（０，ｔ） ＝ ０，ｕ（Ｌ，ｔ） ＝ ０，ｔ ∈ （ａ，Ｔ］。 （２）
初始条件为

ｕ（ｘ，０） ＝ φ（ｘ），ｘ ∈ ［０，Ｌ］。 （３）
其中： μ ＞ ０ 是常数； φ（ｘ）、 ｆ（ｘ，ｔ） 是充分光滑的已知函数； ＣＨＤα

ａ，ｔｕ（ｘ，ｔ） 是关于 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ
导数， 其定义为

ＣＨＤα
ａ，ｔｕ（ｘ，ｔ） ＝

（１ ／ Γ（１ － α）） ∫ｔ

ａ
（ｌｏｇ ｔ ／ ｓ） －αδｕ（ｘ，ｓ）·（ｄｓ ／ ｓ），０ ＜ α ＜ １，

∂ｕ（ｘ，ｔ） ／ ∂ ｔ，α ＝ １。
{ （４）

其中： Γ 为 ｇａｍｍａ 函数； δ ＝ ｘ·（ｄ ／ ｄｘ） 是 δ 一导数．
本文研究的方程是在文献 ［１１］ 研究的方程中加入扩散项， 且当 μ ＝ ０ 时， 方程 （１） ～ （３） 与

文献 ［１１］ 研究的方程一致。 因此， 本文在时间上利用 Ｌ１ 插值对 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ 分数阶导数进行

离散， 空间上利用中心差分公式进行离散， 分析了其格式的稳定性与收敛性； 利用 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ 外推法

将空间精度提高到了四阶； 最后利用数值算例严格验证了格式的有效性。

１　 离散格式的建立
首先对空间和时间进行离散。 取正整数 Ｍ、 Ｎ， 将区间 ［０，Ｌ］ 均匀划分为 Ｍ 个子区间。 记 ωｈ ＝

｛ｘｉ ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ｝， 使得 ０ ＝ ｘ０ ＜ ｘ１ ＜ … ＜ ｘｉ －１ ＜ ｘｉ ＜ … ＜ ｘＭ ＝ Ｌ 。 空间步长 ｈ ＝ Ｌ ／ Ｍ， 再将区间

［ａ，Ｔ］ 均匀划分为 Ｎ 个子区间。 记 ω ｔ ＝ ｛ ｔｋ ０ ≤ ｋ ≤ Ｔ｝ ， 使得 ａ ＝ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ … ＜ ｔｋ－１ ＜ ｔｋ ＜ … ＜
ｔＮ ＝ Ｔ ， 则时间步长为 ｔ ＝ （Ｔ － ａ） ／ Ｎ 。 假设 ｕ ＝ ｛ｕｋ

ｉ ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，０ ≤ ｋ ≤ Ｎ｝ 是定义在 ｗｈ × ｗ ｉ 上的

网格函数。 引入记号 ｄ２
ｘｕｋ

ｉ ＝ （ｕｋ
ｉ＋１ － ２ｕｋ

ｉ ＋ ｕｋ
ｉ－１ ） ／ ｈ２ ， ｄｘｕｋ

ｉ－１ ／ ２ ＝ （ｕｋ
ｉ － ｕｋ

ｉ－１ ） ／ ｈ 。 在点 （ｘｉ，ｔｋ） 处对方程

（１） 建立离散格式。 为了方便起见， 记 Ｕｋ
ｉ ＝ ｕ（ｘｉ，ｔｋ） 为方程 （１） 的精确解， 记 ｆ ｋ

ｉ ＝ ｆ（ｘｉ，ｔｋ） ， 由文

献 ［１２］ 可知

ＣＨＤα
ａ，ｔｕ（ｘ，ｔ） ｔｋ

ｘｉ
＝ ∑

ｋ

ｊ ＝ １
［ａ ｊ，ｋ（Ｕ ｊ

ｉ － Ｕ ｊ －１
ｉ ）］ ＋ Ｏ（ ｔ２ －α） ＝ ∑

ｋ

ｊ ＝ ０
（ｂｋ－ｊ，ｋＵ ｊ

ｉ） ＋ Ｏ（ ｔ２ －α）， （５）

ａ ｊ，ｋ ＝ （１ ／ Γ（２ － α））（１ ／ ｌｏｇ（ ｔ ｊ ／ ｔ ｊ －１ ））［（ｌｏｇ（ ｔｋ ／ ｔ ｊ －１ ）） １ －α － （ｌｏｇ（ ｔｋ ／ ｔ ｊ）） １ －α］， （６）

·２８４·
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ｂ ｊ，ｋ ＝
－ ａ１，ｋ，ｊ ＝ ０，
ａ ｊ，ｋ － ａ ｊ ＋１，ｋ，ｊ ＝ １，２，…，ｋ － １，
ａｋ，ｋ，ｊ ＝ ｋ。

ì

î

í

ïï

ïï
（７）

用中心差商离散 ∂２ｕ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｘ２ ， 即

（∂２ｕ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｘ２ ） ｔｋ
ｘｉ

＝ （Ｕｋ
ｉ＋１ － ２Ｕｋ

ｉ ＋ Ｕｋ
ｉ－１ ） ／ ｈ２ ＋ Ｏ（ｈ２ ） ＝ ∂２

ｘＵｋ
ｉ ＋ Ｏ（ｈ２ ）。 （８）

　 　 由式 （５） 和式 （８） 可得， 方程 （１） 等价于

∑
ｋ

ｊ ＝ ０
（ｂｋ－ｊ，ｋＵ ｊ

ｉ） ＋ μＵｋ
ｉ ＝ ｄ２

ｘＵｋ
ｉ ＋ ｆｋｉ ＋ Ｒｋ

ｉ ，

Ｕ０
ｉ ＝ φ（ｘｉ），０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，

Ｕｋ
０ ＝ Ｕｋ

Ｍ ＝ ０，１ ≤ ｋ ≤ Ｎ。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

其中： Ｒｋ
ｉ 是局部截断误差； ｂ ｊ，ｋ定义由式 （６） ～ （７） 给出。 从而可对方程 （１） 建立差分格式

∑
ｋ

ｊ ＝ ０
（ｂｋ－ｊ，ｋｕ ｊ

ｉ） ＋ μｕｋ
ｉ ＝ ｄ２

ｘｕｋ
ｉ ＋ ｆｋｉ ，

ｕ０
ｉ ＝ φ（ｘｉ），０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，

ｕｋ
０ ＝ ｕｋ

Ｍ ＝ ０，１ ≤ ｋ ≤ Ｎ。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１０）

其中： ｂ ｊ，ｋ定义由式（６） ～ （７）给出。

２　 稳定性和收敛性分析
２􀆰 １　 半离散格式的稳定性和收敛性分析

对于方程在第 ｔｋ（１ ≤ ｋ ≤ Ｎ） 时间层， 有

∑
ｋ

ｊ ＝ １
｛ａ ｊ，ｋ［ｕ（ｘ，ｔ ｊ） － ｕ（ｘ，ｔ ｊ －１ ）］｝ ＋ μｕ（ｘ，ｔ ｊ） ＝ Δｕ（ｘ，ｔ ｊ） ＋ ｆ（ｘ，ｔ ｊ） ＋ Ｒｋ（ｘ），

ｕ０ （ｘ） ＝ φ（ｘ），０ ＜ ｘ ＜ Ｌ，
ｕｋ（０） ＝ ｕｋ（Ｌ） ＝ ０，１ ≤ ｋ ≤ Ｎ。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１１）

其中： Δｕ（ｘ，ｔ ｊ） ＝ ∂２ｕ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｘ２ ； Ｒｋ（ｘ） 为时间上的局部截断误差。 设 ｕｋ（ｘ） ≈ ｕ（ｘ，ｔｋ） 是 １ ≤ ｋ ≤ Ｎ
上的数值逼近， 略去截断误差， 则有差分格式

∑
ｋ

ｊ ＝ １
｛ａ ｊ，ｋ［ｕ ｊ（ｘ） － ｕ ｊ －１ （ｘ）］｝ ＋ μｕｋ（ｘ） ＝ Δｕｋ（ｘ） ＋ ｈｆｋ（ｘ），

ｕ０ （ｘ） ＝ φ（ｘ），０ ＜ ｘ ＜ Ｌ，
ｕｋ（０） ＝ ｕｋ（Ｌ） ＝ ０，１ ≤ ｋ ≤ Ｎ。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１２）

其中： ｆ ｋ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ，ｔｋ）。
引理 １［１２］ 　 当 ０ ＜ α ＜ １ 时， 式 （６） 中的系数 ａｊ，ｋ（１ ≤ ｊ ≤ ｋ，１ ≤ ｋ ≤ Ｎ） 满足 ａｋ，ｋ ＞ ａｋ－１，ｋ ＞ … ＞

ａ ｊ，ｋ ＞ ａ ｊ －１，ｋ ＞ … ＞ ａ１，ｋ ＞ ０。
引理 ２［１２］ 　 如果 ０ ＜ α ＜ １ 且 ｕ（·，ｔ） ∈ Ｃ２ ［ａ，Ｔ］ ， 则式 （１１） 中的局部截断误差 Ｒｋ （１ ≤ ｋ ≤ Ｎ）

有估 计 式 Ｒｋ ≤ ［（１ ／ Γ（１ － α））（ｌｏｇ（ ｔｋ ／ ｔｋ－１ ）） ２ ＋ （１ ／ Γ（１ － α）） ｍａｘ
１≤ｎ≤Ｎ

（ｌｏｇ（ ｔｎ ／ ｔｎ－１ ）） ２ ］ ×

（ｌｏｇ（ ｔｋ ／ ｔｋ－１ ）） －α ｍａｘ
ａ≤ｔ≤ｔｋ

ｄ２ｕ（ｘ，ｔ） 。

推论 １［１２］ 　 在均匀网格下， 式 （１１） 中的局部截断误差为 Ｒｋ ≤ Ｃｔ２ －α 。 其中 Ｃ 是任意与 ｔ 无关

的正常数。

记 Ｌ２ 内积、 Ｌ２ 范数、 Ｈ１ 半范数和 Ｈ１ 范数分别为 （ｖ，ｗ） ＝ ∫１

０
ｖｗｄｘ、 ｖ ＝ （ｖ，ｖ） 、 ｖ １ ＝

·３８４·
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Ñｖ ＝ （Ñｖ，Ñｖ） 、 ｖ １ ＝ （ ｖ ２ ＋ ｖ ２
１ ） 。 下面的定理 １ 给出了半离散的差分格式 （１２） 在给

定初值 φ（ｘ） 和右端项 ｆ 时的稳定性。
定理 １ （稳定性） 　 设 ｕｋ（ｘ） 为差分格式 （１２） 的解， 则有 Ñｕｋ ２ ≤ Ñφ ２ ＋ （Γ（１ － α） ／ ２）

（ｌｏｇ（Ｔ ／ ａ）） α ｍａｘ
１≤ｎ≤Ｎ

ｆｎ ２ ， １ ≤ ｋ ≤ Ｎ。

证明　 将式 （１２） 中的第一式改写得到， （ａｋ，ｋ ＋ μ）ｕｋ（ｘ） － Δｕｋ（ｘ） ＝ ∑
ｋ－１

ｊ ＝ １
［（ａｊ ＋１，ｋ － ａｊ，ｋ）ｕｊ（ｘ）］ ＋

ａ１，ｋｕ０ （ｘ） ＋ ｆ ｋ（ｘ）， １ ≤ ｋ ≤ Ｎ 。 将其两边同时与 － ２Δｕｋ（ｘ） 做内积可得， （ａｋ，ｋ ＋ μ）（ｕｋ， － ２Δｕｋ） －

（Δｕｋ， － ２Δｕｋ） ＝ ∑
ｋ－１

ｊ ＝ １
［（ａ ｊ ＋１，ｋ － ａ ｊ，ｋ）（ｕ ｊ， － ２Δｕｋ）］ ＋ ａ１，ｋ（ｕ０ ， － ２Δｕｋ） ＋ （ ｆ ｋ， － ２Δｕｋ） 。 由引理 １ 和

柯西不等式可知， （２ａｋ，ｋ ＋ ２μ） Ñｕｋ ２ ＋ ２ Δｕｋ ２ ＝ ２∑
ｋ－１

ｊ ＝ １
［（ａｊ ＋１，ｋ － ａｊ，ｋ）（Ñｕｊ，Ñｕｋ）］ ＋ ２ａ１，ｋ（Ñｕ０ ，Ñｕｋ） －

２（ ｆ ｋ，Ñｕｋ） ≤ ∑
ｋ－１

ｊ ＝ １
［（ａ ｊ ＋１，ｋ － ａ ｊ，ｋ）（ Ñｕ ｊ ２ ＋ Ñｕｋ ２ ）］ ＋ ａ１，ｋ（ Ñｕ０ ２ ＋ Ñｕｋ ２ ） ＋ ｆ ｋ ２ ／ ２ ＋ ２ Δｕｋ ２ ＝

∑
ｋ－１

ｊ ＝ １
［（ａｊ ＋１，ｋ － ａｊ，ｋ） Ñｕｊ ２ ］ ＋ ａｋ，ｋ Ñｕｋ ２ ＋ ａ１，ｋ Ñｕ０ ２ ＋ ｆ ｋ ２ ／ ２ ＋ ２ Δｕｋ ２ 。 因而， （ａｋ，ｋ ＋ ２μ） Ñｕｋ ２ ≤

∑
ｋ－１

ｊ ＝ １
［（ａ ｊ ＋１，ｋ － ａ ｊ，ｋ） Ñｕ ｊ ２ ］ ＋ ａ１，ｋ Ñｕ０ ２ ＋ ｆ ｋ ２ ／ ２， １ ≤ ｋ ≤ Ｎ 。 注意到 ａ１，ｋ ＝ （１ ／ Γ（１ － α））ｘ －α

１ ≥

（１ ／ Γ（１ － α））（ｌｏｇ（ ｔｋ ／ ａ）） －α ≥ （１ ／ Γ（１ － α））（ｌｏｇ（Ｔ ／ ａ）） －α， １ ／ ａ１，ｋ ≤ Γ（１ － α） （ｌｏｇ（Ｔ ／ ａ）） α ， 其中：
ｌｏｇ（ ｔｋ ／ ｔ１ ） ＜ ｘ１ ＜ ｌｏｇ（ ｔｋ ／ ａ） ， 则有

（ａｋ，ｋ ＋ ２μ） Ñｕｋ ２ ≤ ∑
ｋ－１

ｊ ＝ １
［（ａ ｊ ＋１，ｋ － ａ ｊ，ｋ） Ñｕ ｊ ２ ］ ＋ ａ１，ｋ（ Ñｕ０ ２ ＋ 　 　 　 　 　

　 　 　 　 　 　 （ｈ２ Γ（１ － α） ／ ２）（ｌｏｇ（Ｔ ／ ａ）） α ｆ ｋ ２ ），１ ≤ ｋ ≤ Ｎ。 （１３）
　 　 令 Ｉ ＝ ‖ Ñφ‖２ ＋ （Γ（１ － α） ／ ２） （ｌｏｇ（Ｔ ／ ａ）） α ｍａｘ

１≤ｎ≤Ｎ
ｆ ｎ ２ ， 则式 （ １３ ） 可改写为 （ａｋ，ｋ ＋

２μ） Ñｕｋ ２ ≤ ∑
ｋ－１

ｊ ＝ １
［（ａ ｊ ＋１，ｋ － ａ ｊ，ｋ） Ñｕ ｊ ２ ］ ＋ ａ１，ｋＩ， １ ≤ ｋ ≤ Ｎ 。 下证 Ñｕｋ ２ ≤ Ｉ， １ ≤ ｋ ≤ Ｎ。

当 ｋ ＝ １ 时， 显然 ‖ Ñｕ１ ‖２ ≤ （（ａ１，ｋ ／ ａ１，ｋ） ＋ ２μ） Ｉ ≤ Ｉ 。 假设当 ｋ ＝ １，２，…，ｍ － １ 时， 都有

Ñｕｋ ２ ≤ Ｉ ， 则当 ｋ ＝ ｍ 时， 有 ａｍ，ｍ Ñｕｍ ≤ （ａｍ，ｍ ＋ ２μ） Ñｕｍ ２ ≤ ∑
ｍ－１

ｊ ＝１
［（ａｊ＋１，ｍ － ａｊ，ｍ） Ñｕｊ ２］ ＋ ａ１，ｍＩ ≤

∑
ｍ－１

ｊ ＝ １
［（ａ ｊ ＋１，ｍ － ａ ｊ，ｍ） Ｉ］ ＋ ａ１，ｍＩ ＝ ａｍ，ｍＩ ， 即 Ñｕｍ ２ ≤ Ｉ 。 定理 １ 证毕。

记 ｅｋ（ｘ） ＝ ｕ（ｘ，ｔｋ） － ｕｋ（ｘ）， １ ≤ ｋ ≤ Ｎ 。 根据式 （１１） 和式 （１２）， 可以推导出误差方程为

∑
ｋ

ｊ ＝ １
｛ａ ｊ，ｋ［ｅｊ（ｘ） － ｅｊ －１ （ｘ）］｝ － Δｅｋ（ｘ） ＋ μｅｋ（ｘ） ＝ Ｒｋ（ｘ），

ｅ０ （ｘ） ＝ ０，０ ＜ ｘ ＜ Ｌ，
ｅｋ（０） ＝ ｅｋ（Ｌ） ＝ ０，１ ≤ ｋ ≤ Ｎ。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１４）

　 　 应用定理 １ 可得

‖ Ñｅｋ‖２ ≤ （Γ（１ － α） ／ ２）（ｌｏｇ（Ｔ ／ ａ）） α ｍａｘ
１≤ｎ≤Ｎ

‖Ｒｎ‖２ ，１ ≤ ｋ ≤ Ｎ。 （１５）

利用 Ｐｏｉｎｃａｒé 不等式、 式 （１５） 及引理 ２， 得到适用于 ∂２ｕ ／ ∂ ｔ２ ∈ Ｃ［ａ，Ｔ］ 情况下的定理 ２。
定理 ２　 设 ｕ（ｘ，ｔ） 在 ［ａ，Ｔ］ 上关于 ｔ 连续、 二阶可微， 且是初边值问题 （１） ～ （３） 的解，

ｕｋ（ｘ）（１ ≤ ｋ ≤ Ｎ） 是半离散差分格式 （１２） 的解， 则有

‖ｕ（·，ｔｋ） － ｕｋ（·）‖１ ≤ Ｃ （ｈΓ（１ － α） ／ ２）（ｌｏｇ（Ｔ ／ ａ）） α ｔ２ －α ，１ ≤ ｋ ≤ Ｎ。 （１６）
其中： Ｃ 是任意与 ｔ、 ｈ 无关的正常数。

·４８４·
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２􀆰 ２　 全离散格式的稳定性和收敛性分析

设 Ｖｈ ＝ ｛ｖ ｖ ＝ （ｖ０ ，ｖ１ ，…，ｖＭ），ｖ０ ＝ ｖＭ ＝ ０｝ 。 对于任意 ｖ ∈ Ｖｈ ， 定义 （ｖ，ｗ） ｈ ＝ ｈ∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ｖｉｗ ｉ），

ｖ ｈ ＝ （ｖ，ｖ） ｈ ， ｄｘｖ ｈ ＝ ｈ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
（ｄｘｖｉ －１ ／ ２ ） ２ 。

引理 ３［１３］ 　 对于任意 ｖ，ｗ ∈ Ｖｈ， 有 （ｖ，ｄ２
ｘｗ） ｈ ＝ － （ｄｘｖ，ｄｘｗ） ｈ。

引理 ４［１４］ 　 对于任意 ｖ ∈ Ｖｈ， 有 ｖ ｈ ≤ （１ ／ ６ ） ｄｘｖ ｈ。

定理 ３ （稳定性） 　 设 ｕｋ
ｉ （１ ≤ ｉ ≤ Ｍ － １，１ ≤ ｋ ≤ Ｎ） 为方程 （１０） 的解， 则有 ｄｘｕｋ ２

ｈ ≤ ｄｘφ ２
ｈ ＋

（Γ（１ － α） ／ ２） （ｌｏｇ（Ｔ ／ ａ）） α ｍａｘ
１≤ｎ≤Ｎ

ｆ ｎ ２
ｈ， １ ≤ ｋ ≤ Ｎ。

证明　 将式 （１０） 改写为 （ａｋ，ｋ ＋ μ）ｕｋ
ｉ － ｄ２

ｘｕｋ
ｉ ＝ ∑

ｋ－１

ｊ ＝１
［（ａｊ ＋１，ｋ － ａｊ，ｋ）ｕｊ

ｉ］ ＋ ａ１，ｋｕ０（ｘ） ＋ ｈｆ ｋ
ｉ ， １ ≤ ｋ ≤ Ｎ。

将其两边同时与 － ２ｈｄ２
ｘｕｋ

ｉ 做内积， 将 ｉ（ｉ ＝ １，２，…，Ｍ － １） 项求和， 可得 － ２ｈ（ａｋ，ｋ ＋ μ）∑
Ｍ－１

ｉ ＝１
（ｕｋ

ｉ ·ｄ２
ｘｕｋ

ｉ ） ＋

２ｈ∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ｄ２

ｘｕｋ
ｉ ·ｄ２

ｘｕｋ
ｉ ） ＝ － ２∑

ｋ－１

ｊ ＝ １
（ａ ｊ ＋１，ｋ － ａ ｊ，ｋ）ｈ∑

Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ｕ ｊ

ｉ·ｄ２
ｘｕｋ

ｉ ） － ２ａ１，ｋｈ∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ｕ０

ｉ ·ｄ２
ｘｕｋ

ｉ ） － ２ｈ∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
（ ｆｋｉ ·ｄ２

ｘｕｋ
ｉ ） ，

则有 － ２（ａｋ，ｋ ＋ μ） （ｕｋ，ｄ２
ｘｕｋ） ｈ ＋ ２ （ｄ２

ｘｕｋ，ｄ２
ｘｕｋ）ｈ ＝ － ２∑

ｋ－１

ｊ ＝１
［（ａｊ ＋１，ｋ － ａｊ，ｋ） （ｕｊ，ｄ２

ｘｕｋ）ｈ］ － ２ａ１，ｋ （ｕ０，ｄ２
ｘｕｋ）ｈ －

２（ ｆ ｋ，ｄ２
ｘｕｋ） ｈ 。 应用引理 ３ 可得， ２（ａｋ，ｋ ＋ μ） （ｄｘｕｋ，ｄｘｕｋ） ｈ ＋ ２（ｄ２

ｘｕｋ，ｄ２
ｘｕｋ） ｈ ＝ ２∑

ｋ－１

ｊ ＝ １
［（ａ ｊ ＋１，ｋ － ａ ｊ，ｋ）

（ｄｘｕ ｊ，ｄｘｕｋ） ｈ］ ＋ ２ａ１，ｋ （ｄｘｕ０ ，ｄｘｕｋ） ｈ － ２（ ｆ ｋ，ｄ２
ｘｕｋ） ｈ。

由引理 １ 和柯西不等式可知， ２（ａｋ，ｋ ＋ μ） ｄｘｕｋ ２
ｈ ＋ ２ ｄｘｕｋ ２

ｈ ≤ ∑
ｋ－１

ｊ ＝ １
［（ａ ｊ ＋１，ｋ － ａ ｊ，ｋ）（ ｄｘｕｋ ２

ｈ ＋

ｄｘｕｋ ２
ｈ）］ ＋ ａ１，ｋ（ ‖ｄｘｕ０ ‖２

ｈ ＋ ｄｘｕｋ ２
ｈ） ＋ （１ ／ ２） ｆ ｋ ２

ｈ ＋ ２ ｄ２
ｈｕｋ ２

ｈ 。 因而， （ａｋ，ｋ ＋ ２μ） ｄｘｕｋ ２
ｈ ≤

∑
ｋ－１

ｊ ＝ １
［（ａ ｊ ＋１，ｋ － ａ ｊ，ｋ） ｄｘｕ ｊ ２

ｈ］ ＋ ａ１，ｋ ｄｘｕ０ ２
ｈ ＋ ｆ ｋ ２

ｈ ／ ２， １ ≤ ｋ ≤ Ｎ 。 由半离散格式中相同的证明方法易

得， ｄｘｕｋ ２
ｈ ≤ ｄｘｕ０ ２

ｈ ＋ （Γ（１ － α） ／ ２） （ｌｏｇ（Ｔ ／ ａ）） α ｍａｘ
１≤ｎ≤Ｎ

ｆ ｎ ２
ｈ， １ ≤ ｋ ≤ Ｎ 。 定理 ３ 得证。

对全离散格式 （１０） 进行误差估计。 设 ｅｋ
ｉ ＝ ｕ（ｘｉ，ｔｋ） － ｕｋ

ｉ ， ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ， １ ≤ ｋ ≤ Ｎ ， 则误差方程为

∑
ｋ

ｊ ＝ １
［ａ ｊ，ｋ（ｅｉ

ｊ － ｅｉ
ｊ －１ ）］ － ｄ２

ｘｅｋ
ｉ ＋ μｅｋ

ｉ ＝ Ｒｋ
ｉ ，

ｅ０
ｉ ＝ ０，０ ＜ ｉ ＜ Ｍ，

ｅｋ
０ ＝ ｅｋ

Ｍ ＝ ０，１ ≤ ｋ ≤ Ｎ。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１７）

　 　 由定理 ２ 可知，
ｄｘｅｋ ２

ｈ ≤ （ｈΓ（１ － α） ／ ２） （ｌｏｇ（Ｔ ／ ａ）） α ｍａｘ
１≤ｎ≤Ｎ

Ｒｋ
ｉ

２
ｈ，１ ≤ ｋ ≤ Ｎ。 （１８）

根据定理 ３ 和引理 ４， 得到下列适用于 ｕ（ｘ，ｔ） ∈ Ｃ４，２
ｘ，ｔ （［０，Ｌ］ × ［ａ，Ｔ］） 情况下的定理 ４。

定理 ４　 设 ｕ（ｘ，ｔ） 在 ［ａ，Ｔ］ 上关于 ｔ 连续、 二阶可微， 且是初边值问题 （１） ～ （３） 的解， ｕｋ
ｉ

（０ ≤ ｉ ≤ Ｍ，１ ≤ ｋ ≤ Ｎ） 是全离散差分格式 （１０） 的解， 则有

ｅｋ
ｈ ＋ ｄｘｅｋ

ｈ ≤ Ｃ１ （Γ（１ － α） ／ ２） （ｌｏｇ（Ｔ ／ ａ）） α （ ｔ２ －α ＋ ｈ２ ），１ ≤ ｋ ≤ Ｎ。 （１９）
其中： Ｃ１ 是任意与 ｔ、 ｈ 无关的正常数。

３　 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ 外推法
本节利用 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ 外推法改进空间上的收敛阶。 固定时间步长为 ｔ， 对空间步长分别采用 ｈ 和

·５８４·
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２ｈ， 则可以通过计算 （ｕ～ ｋ
ｉ ） ＝ （４ （ｕｋ

２ｉ） ｈ － （ｕｋ
ｉ ） ２ｈ） ／ ３（ｋ ＝ １，２，…，Ｎ － １） 得到外推解， 其中： 在粗网格

上， ｘ ＝ ｘｉ ； 在细网格上， ｘ ＝ ｘ２ｉ ； （ｕｋ
ｉ ） ２ｈ 和 （ｕｋ

２ｉ） ｈ 分别是粗网格和细网格上的数值解， 则有

ｅｋ
ｈ ＋ ｄｘｅｋ

ｈ ≤ Ｃ２ （Γ（１ － α） ／ ２） （ｌｏｇ（Ｔ ／ ａ）） α （ ｔ２ －α ＋ ｈ４ ），１ ≤ ｋ ≤ Ｎ。 （２０）
其中： Ｃ２ 是任意与 ｔ、 ｈ 无关的正常数。

４　 数值例子
例 １　 考虑 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ 分数阶反应扩散方程

ＣＨＤα
ａ，ｔｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ∂２ｕ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｘ２ ＋ ｆ（ｘ，ｔ），１ ＜ ｔ ≤ Ｔ，０ ＜ ｘ ＜ １，

ｕ（ｘ，１） ＝ ０，０ ＜ ｘ ＜ １，
ｕ（０，ｔ） ＝ ｕ（１，ｔ） ＝ ０，１ ＜ ｔ ≤ ２。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２１）

其中： α ∈ （０，１） 。 这里右端源项为 ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｘｐ（１ － ｘ） ｑ（ｌｏｇ ｔ） ｒ－α（Γ（ ｒ ＋ １） ／ Γ（ ｒ ＋ １ － α）） ＋ ｘｐ（１ －
ｘ） ｑ（ｌｏｇ ｔ） ｒ － （ｐ（ｐ － １）ｘｐ－２ （１ － ｘ） ｑ － ２ｐｑｘｐ－１ （１ － ｘ） ｑ－１ ＋ ｑ（ｑ － １）ｘｐ（１ － ｘ） ｑ－２ ）（ｌｏｇ ｔ） ｒ 。 该方程的

精确解为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｘｐ（１ － ｘ） ｑ（ｌｏｇ ｔ） ｒ 。 其中： 参数 ｐ、 ｑ、 ｒ 为正数。
定义误差范数为 Ｅ（ｔ，ｈ） ＝ ｍａｘ

０≤ｋ≤Ｎ
０≤ｉ≤Ｍ

ｕ（ｘｉ，ｔｋ） － ｕｋ
ｉ ， 其中： ｕ（ｘｉ，ｔｋ） 和 ｕｋ

ｉ 分别表示该问题在点 （ｘｉ，ｔｋ）

处的精确解和数值解； ｔ 表示时间步长； ｈ 表示空间步长。
定义时间方向的收敛阶 ｒａｔｅｔ 和空间方向的收敛阶 ｒａｔｅｈ 分别为 ｒａｔｅｔ ＝ ｌｎ（Ｅ（ ｔ，ｈ） ／ Ｅ（ ｔ ／ ２，ｈ））、

ｒａｔｅｈ ＝ ｌｎ（Ｅ（ ｔ，ｈ） ／ Ｅ（ ｔ，ｈ ／ ２））。
表 １ 是 ｈ ＝ １ ／ １ ０００、 ｒ ＝ ３、 ｐ ＝ ｑ ＝ １、 α ＝ ０． ３，０． ６，０． ９ 的精确解和数值解的最大误差及时间

方向上的收敛阶。 可见， ｔ 的收敛阶接近 ２ － α ， 这与本文中的理论分析结果是一致的。
表 １　 最大误差和 ｔ的收敛阶（ｈ ＝ １ ／ １ ０００， ｒ ＝ ２， ｐ ＝ ｑ ＝ １， α ＝ ０． ３，０． ６，０． ９）

Ｔａｂ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｆｏｒ ｔ （ｈ ＝ １ ／ １ ０００，ｒ ＝ ２，ｐ ＝ ｑ ＝ １，α ＝ ０． ３，０． ６，０． ９）

ｔ
α ＝ ０． ３

Ｅ（ ｔ，ｈ） ｒａｔｅｔ

α ＝ ０． ６
Ｅ（ ｔ，ｈ） ｒａｔｅｔ

α ＝ ０． ９
Ｅ（ ｔ，ｈ） ｒａｔｅｔ

１ ／ ４０ ３． ８２３ ０ × １０ － ６ — ２． ７１４ ９ × １０ － ５ — １． ６５７ １ × １０ － ４ —
１ ／ ８０ １． １８２ ９ × １０ － ６ １． ６９２ １． ０２２ ５ × １０ － ５ １． ４０９ ７． ６９９ ３ × １０ － ５ １． １０６
１ ／ １６０ ３． ６５６ ９ × １０ － ７ １． ６９４ ３． ８５９ ７ × １０ － ６ １． ４０６ ３． ５８４ １ × １０ － ５ １． １０３
１ ／ ３２０ １． １２９ ７ × １０ － ７ １． ６９４ １． ４５８ ９ × １０ － ６ １． ４０４ １． ６７０ １ × １０ － ５ １． １０２
１ ／ ６４０ ３． ４８７ ６ × １０ － ８ １． ６９６ ５． ５１９ ２ × １０ － ７ １． ４０２ ７． ７８６ ８ × １０ － ６ １． １００

　 　 表 ２ 是 ｈ ＝ １ ／ １ ０００、 ｒ ＝ ３、 α ＝ ０． ７ 和 （ｐ，ｑ） ＝ （２，１），（１，２），（３ ／ ２，１），（１，７ ／ ２） 的精确解和数

值解的最大误差及时间方向上的收敛阶。 可见， 当 （ｐ，ｑ） ＝ （２，１），（１，２） 时， 由于精确解 ｕ（ｘ，ｔ） ∈
Ｃ４，２

ｘ，ｔ （［０，１］ × ［１，２］） ， 则 ｔ 的收敛阶接近 ２ － α 。 当 （ｐ，ｑ） ＝ （３ ／ ２，１），（１，７ ／ ２） 时， 精确解 ｕ（ｘ，ｔ） ∈
Ｃ４，２

ｘ，ｔ （［０，１］ × ［１，２］） ， 此时 ｔ 的收敛阶无法达到 ２ － α ， 这与本文中的定理 ４ 的结论是一致的。
表 ２　 最大误差和 ｔ的收敛阶（ｈ ＝ １ ／ １ ０００， ｒ ＝ ３， α ＝ ０． ７， （ｐ，ｑ） ＝ （２，１），（１，２），（３ ／ ２，１），（１，７ ／ ２））

Ｔａｂ． ２　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｆｏｒ ｔ
（ｈ ＝ １ ／ １ ０００，ｒ ＝ ３，α ＝ ０． ７，（ｐ，ｑ） ＝ （２，１），（１，２），（３ ／ ２，１），（１，７ ／ ２））

ｔ
（ｐ，ｑ） ＝ （２，１）

Ｅ（ｔ，ｈ） ｒａｔｅｔ

（ｐ，ｑ） ＝ （１，２）
Ｅ（ｔ，ｈ） ｒａｔｅｔ

（ｐ，ｑ） ＝ （３ ／ ２，１）
Ｅ（ｔ，ｈ） ｒａｔｅｔ

（ｐ，ｑ） ＝ （１，７ ／ ２）
Ｅ（ｔ，ｈ） ｒａｔｅｔ

１ ／ ４０ ４． ７０３ ６ ×１０ －５ — ４． ７０３ ６ ×１０ －５ — ６． ４８３ ２ ×１０ －５ — ２． １７７ ７ ×１０ －５ —
１／ ８０ １． ９１５ ０ ×１０ －５ １． ２９６ １． ９１５ ０ ×１０ －５ １． ２９６ ２． ６６６ １ ×１０ －５ １． ２８２ ８． ８２３ ２ ×１０ －６ １． ３０３
１ ／ １６０ ７． ７８８ ７ ×１０ －６ １． ２９８ ７． ７８８ ７ ×１０ －６ １． ２９７ １． １１１ ２ ×１０ －５ １． ２６３ ３． ５４５ ７ ×１０ －６ １． ３１５
１ ／ ３２０ ３． １６５ ９ ×１０ －６ １． ２９９ ３． １６５ ９ ×１０ －６ １． ２９９ ４． ７９５ ７ ×１０ －６ １． ２１２ １． ３９８ ６ ×１０ －６ １． ３４２
１ ／ ６４０ １． ２８６ ４ ×１０ －６ １． ２９９ １． ２８６ ４ ×１０ －６ １． ２９９ ２． ２５６ ４ ×１０ －６ １． ０８８ ５． ２５７ ０ ×１０ －７ １． ４１１

　 　 表 ３ 是当空间、 时间步长递减时最大误差及空间方向上收敛阶的情况， 这里取 ｒ ＝ ２、 ｐ ＝ ｑ ＝ １、
ｈ２ ＝ ｔ２ －α、 α ＝ ０． ５ 。 可见， 结果与上述关于空间是二阶精度的结论是一致的。

·６８４·
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表 ４ 是用 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ 外推法且当空间、 时间步长递减时最大误差及空间方向上收敛阶的情况， 这

里取 ｒ ＝ ２、 ｐ ＝ ｑ ＝ １、 ｈ２ ＝ ｔ２ －α、 α ＝ ０． ５ 。 比较表 ２ 和表 ３ 可见， 表 ３ 中的误差明显小于表 ２ 的，
空间上的收敛阶接近四阶。 由此可见。 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ 外推法可以改进该方程在空间的收敛阶。

表 ３　 最大误差和 ｈ的收敛阶

（ ｒ ＝ ２， ｐ ＝ ｑ ＝ １， ｈ２ ＝ ｔ ２ － α， α ＝ ０． ５）
Ｔａｂ􀆰 ３　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｏｒｄｅｒｓ ｆｏｒ ｈ （ ｒ ＝ ２，ｐ ＝ ｑ ＝ １，ｈ２ ＝ ｔ ２ － α，α ＝ ０． ５）

ｈ Ｅ（ ｔ，ｈ） ｒａｔｅｈ

１ ／ ８ ７． ０５４ ２ × １０ － ５ —
１ ／ １６ １． ５８７６ × １０ － ５ ２． １５２
１ ／ ３２ ３． ９２３ ４ × １０ － ６ ２． ０１７
１ ／ ６４ ９． ７３７ ３ × １０ － ７ ２． ０１１
１ ／ １２８ ２． ４１４ ５ × １０ － ７ ２． ０１１

表 ４　 最大误差和 ｈ的收敛阶（Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ外推法）
（ ｒ ＝ ２， ｐ ＝ ｑ ＝ １， ｈ２ ＝ ｔ ２ － α， α ＝ ０． ５）

Ｔａｂ􀆰 ４　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ
ｆｏｒ ｈ （ ｒ ＝ ２，ｐ ＝ ｑ ＝ １，ｈ２ ＝ ｔ ２ － α，α ＝ ０． ５）

（Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｏｎ）
ｈ Ｅ（ ｔ，ｈ） ｒａｔｅｈ

１ ／ ８ ２． ４９９ ６ × １０ － ３ —
１ ／ １６ １． ６２５ １ × １０ － ５ ３． ９４３
１ ／ ３２ １． ０５０ ５ × １０ － ６ ３． ９５１
１ ／ ６４ ６． ５８２ ８ × １０ － ８ ３． ９９６
１ ／ １２８ ４． １１７ ２ × １０ － ９ ３． ９９９

５　 结论
本文发展了一个 Ｃａｐｕｔｏ⁃Ｈａｄａｍａｒｄ 时间分数阶反应扩散方程的数值方法， 时间上利用 Ｌ１ 格式，

空间上利用二阶中心差分， 对得到的微分方程进行数值求解， 证明差分格式是稳定的和无条件收敛

的。 此外， 采用 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ 外推法， 使得最终的差分格式收敛阶为 Ｏ（ ｔ２ －α ＋ ｈ４ ） 。 最后给出了数值例

子， 证明了本文的数值方法与理论结果是一致的。
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