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带有广义记忆核 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的

一种新数值离散格式

胡小兰， 梁宗旗

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 本文主要研究了带有广义记忆核 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶导数的 Ｌ１ 差分格式。 利用 Ｌ１ 线性插值和降

阶法构造了带有广义记忆核 α（１ ＜ α ＜ ２） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶导数的离散格式， 研究了其系数性质， 并给出

了其截断误差， 收敛阶为 Ｏ（τ３－α） 。 最后， 通过数值算例验证了该格式的有效性和数值精度。
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０　 引言
分数阶导数微分方程可用于精确地描述物理和化学的记忆［１ － ２］ 。 记忆可用 “记忆函数” 来描述。

由于大多数分数算子存在奇异核， 因此无法给出分数阶微分方程的解析解， 即便存在解析解， 其收敛

速度也非常慢， 所以利用数值方法求解分数阶微分方程是一种自然的选择途径。 关于分数阶微分方程

的求解， 有很多种方法， 如有限元方法［３］ 、 谱方法［７］ 、 有限差分方法［５，８］ 等。 其中有限差分方法计算
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简单、 易行， 故得以被广泛使用。
常见的 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶导数的离散方法有 Ｌ１ 、 Ｌ２ － １σ和 Ｌ２ 离散。 针对 α ∈ （０，１） ， 利用传统的 Ｌ１

公式逼近 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数， 其主要思想是用分段线性插值多项式替换积分内的被积函数， 达到

Ｏ（τ２－α） 的精度［５ － ６］ 。 Ａｌｉｋｈａｎｏｖ［９］利用分段二次插值多项式， 推出一个 Ｌ２ － １σ公式， 用来近似 Ｃａｐｕｔｏ
导数， 其收敛阶为 Ｏ（τ３－α） ； Ａｌｉｋｈａｎｏｖ［１０］ 等利用 Ｌ２ 插值对 Ｃａｐｕｔｏ 导数进行离散， 其收敛阶达到

Ｏ （τ３ － α）； ＴｒｉｆｃｅＳａｎｄｅｖ［１１］研究了具有广义记忆核的 Ｆｏｋｋｅｒ⁃Ｐｌａｎｃｋ⁃Ｓｍｏｌｕｃｈｏｗｓｋｉ 方程， 证明了出现在

广义扩散方程中的记忆核具有多种形式， 可以描述广泛的实验现象； 闰羽媛［１２］ 在研究无界域上薛定

谔方程的人工边界问题时， 得到了一个带有广义记忆核的 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数形式， 其广义函数为

Ｍｉｔｔａｇｅ⁃ｌｅｆｆｌｅｒ 函数； Ｔｒｉｆｃｅｓａｎｄｅｖ［１３］研究了广义波方程， 推导了广义波方程的解， 证明了波方程存在

不同形式的广义内存核。 由于针对带有广义记忆核 Ｃａｐｕｔｏ 导数的研究相对罕见， 故对带有广义记忆

核 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数进行离散化处理， 便成为了一个具有研究价值的研究课题。 Ａｌｉｋｈａｎｏｖ 等［１４］ 研究

了具有广义记忆核的变系数次扩散方程， 对带有广义记忆核 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶导数构造了 Ｌ１ 离散

格式， 达到了 Ｏ（τ２－α） 的精度， 并证明了差分格式是无条件稳定的和收敛的。 Ｇｕ 等［１５］ 研究了求解具

有变系数的广义时空分数扩散方程的快速隐式差分格式。 针对 α∈（１，２） ， Ｓｕｎ 等［１６］ 研究了时间分数

阶波方程的差分格式。 本文利用降阶法， 研究了带有广义记忆核的 α（１ ＜ α ＜ ２） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶

导数 Ｌ１ 差分格式， 分析了其系数性质， 证明了截断误差为 Ｏ（τ３－α） ， 并利用数值算例严格验证了格

式的有效性。
带有广义记忆核 α（１ ＜ α ＜ ２） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数［１３ － １４］的形式如下

∂ α，λ（ ｔ）
αｔ ｖ（ ｔ） ＝ （１ ／ Γ（２ － α））∫ ｔ

ａ
λ（ ｔ － η）（ ｔ － η） １－αｖ″（η）ｄη。 （１）

其中： ｖ（ ｔ） ∈ Ｌ２ （［０，Ｔ］） 且 λ（ ｔ） 称为广义记忆核。 当 λ（ ｔ） ＝ １ ， 式 （１） 退化为为一般传统 Ｃａｐｕｔｏ
分数阶导数。 为方便计算， 本文中只讨论 α ＝ ０ 的情形。

１　 带有广义记忆核 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的 Ｌ１ 数值离散格式
本节主要利用 Ｌ１ 插值对带有广义记忆核的 α （１ ＜ α ＜ ２） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数进行数值逼近，

得到了其差分格式， 分析了其截断误差。
取正整数 Ｎ， Ｔ， 记 ０ ＝ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ … ＜ ｔＮ ＝ Ｔ 是 ［０， Ｔ］ 上的一个剖分， 并记 τ ＝ Ｔ ／ Ｎ， ｔｎ ＝ ｎτ， １≤

ｎ≤Ｎ， 则有 ∂ α，λ（ ｔ）
０ｔｎ＋１

ｖ（ ｔ） ＝ （１ ／ Γ（２ － α））∫ｔ ｎ＋１

０
λ（ ｔｎ＋１ － η）（ ｔｎ＋１ － η） １－αｖ″（η）ｄη 。 令 ｇ （ ｔ） ＝ ｖ′ （ ｔ）， 在

区间 ［ ｔｓ， ｔｓ ＋ １ ］ 对函数 ｇ （ ｔ） 作 Ｌ１ 线性插值， 则有

∂ α，λ（ ｔ）
０ｔｎ＋１

ｖ（ ｔ） ＝ （１ ／ Γ（２ － α））∫ｔ ｎ＋１

０
λ（ ｔｎ＋１ － η）（ ｔｎ＋１ － η） １－αｇ′（η）ｄη ＝

（１ ／ Γ（２ － α））∑
ｎ

ｓ ＝ ０
∫ｔ ｓ＋１

ｔｓ
λ（ ｔｎ＋１ － η）（ ｔｎ＋１ － η） １－αｇ′（η）ｄη ＝

（１ ／ Γ（２ － α））（∑
ｎ

ｓ ＝ ０
ｇｔ，ｓ∫ｔ ｓ＋１

ｔｓ
λ（ ｔｎ＋１ － η）（ ｔｎ＋１ － η） １－αｄη ＋

∑
ｎ

ｓ ＝ ０
∫ｔ ｓ＋１

ｔｓ
λ（ ｔｎ＋１ － η）（ｇ（η） － Π１，ｓｇ（η）） ′（ ｔｎ＋１ － η） １－αｄη） ＝

（１ ／ Γ（２ － α））∑
ｎ

ｓ ＝ ０
ｇｔ，ｓ∫１

０
λ（ ｔｎ＋１ － ｚτ － ｔｓ）（ ｔｎ＋１ － ｚτ － ｔｓ） １－ατｄｚ ＋ Ｒｎ＋１

１ 。 （２）

其中： λｓ ＝ λ（ ｔｓ）； Π１，ｓｇ（η） ＝ ｇ（ ｔｓ＋１ ）（η － ｔｓ） ／ τ ＋ ｇ（ ｔｓ）（ ｔｓ＋１ － η）τ； ｇｔ，ｓ ＝ （ｇ（ ｔｓ＋１ ） － ｇ（ ｔｓ）） ／ τ，
ｇ（η） － Π１，ｓｇ（η） ＝ ０． ５ｇ″（ξｓ）（η － ｔｓ）（η － ｔｓ＋１ ），η ∈ ［ ｔｓ，ｔｓ＋１ ］，ｓ ＝ ０，１，…，ｎ； Ｒｎ＋１

１ ＝ （１ ／ Γ（２ －

α））∑
ｎ

ｓ ＝ ０
∫ｔ ｓ＋１

ｔｓ
λ（ ｔｎ＋１ － η）（ｇ（η） － Π１，ｓｇ（η）） ′（ ｔｎ＋１ － η） １－αｄη）。

·９８·
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式 （２） 右端第一项又可写为

（１ ／ Γ（２ － α））∑
ｎ

ｓ ＝ ０
ｇｔ，ｓ∫１

０
λ（ｔｎ＋１ － ｚτ － ｔｓ）（ｔｎ＋１ － ｚτ － ｔｓ）１－ατｄｚ ＝ （τ２－α ／ Γ（２ － α））∑

ｎ

ｓ ＝ ０
ｇｔ，ｓ∫１

０
λ（ｔｎ－ｓ＋１－ｚ）（ｎ －

ｓ ＋ １ － ｚ） １－αｄｚ ＝ （τ２－α ／ Γ（２ － α））∑
ｎ

ｓ ＝ ０
ｇｔ，ｓ∫１

０
（λｎ－ｓ＋１－ｚ － λｎ－ｓ＋１ ／ ２ － （λｎ－ｓ － λｎ－ｓ＋１ ）（ ｚ － １ ／ ２））（ｎ － ｓ ＋ １ －

ｚ） １－αｄｚ ＋ （τ２－α ／ Γ（２ － α））∑
ｎ

ｓ ＝ ０
ｇｔ，ｓ∫１

０
（λｎ－ｓ＋１ ／ ２ ＋ （λｎ－ｓ － λｎ－ｓ＋１ ）（ ｚ － １ ／ ２））（ｎ － ｓ ＋ １ － ｚ） １－αｄｚ ＝

（τ２－α ／ Γ（２ － α））∑
ｎ

ｓ ＝ ０
ｇｔ，ｓ∫１

０
（λｎ－ｓ＋１ ／ ２ ＋ （λｎ－ｓ － λｎ－ｓ＋１ ）（ ｚ － １ ／ ２））（ｎ － ｓ ＋ １ － ｚ） １－αｄｚ ＋ Ｒｎ＋１

２ 。 （３）

其中： Ｒｎ＋１
２ ＝ （τ２－α ／ Γ（２ － α））∑

ｎ

ｓ ＝ ０
ｇｔ，ｓ∫１

０
（λｎ－ｓ＋１－ｚ － λｎ－ｓ＋ １

２
－ （λｎ－ｓ － λｎ－ｓ＋１ ）（ｚ － １ ／ ２））（ｎ － ｓ ＋ １ － ｚ）１－αｄｚ。

令

∫１

０
（ｌ ＋ １ － ｚ）１－αｄｚ ＝ ａｌ ／ （２ － α），ａｌ ＝ （ｌ ＋ １）２－α － ｌ２－α； （４）

∫１

０
（ｚ － １ ／ ２）（ｌ ＋ １ － ｚ）１－αｄｚ ＝ ｂｌ ／ （２ － α），ｂｌ ＝ ［（ｌ ＋ １）３－α － ｌ３－α］ ／ （３ － α） － ［（ｌ ＋ １）２－α ＋ ｌ２－α］ ／ ２。 （５）

将式 （３） 代入式 （２） 可得

∂ α，λ（ ｔ）
０ｔｎ＋１

ｖ（ｔ） ＝ （τ２－α ／ Γ（２ － α））∑
ｎ

ｓ ＝ ０
ｇｔ，ｓ∫１

０
（λｎ－ｓ＋１ ／ ２ ＋ （λｎ－ｓ － λｎ－ｓ＋１ ）（ｚ － １ ／ ２））（ｎ － ｓ ＋ １ － ｚ）１－αｄｚ ＋ Ｒｎ＋１

１ ＋

Ｒｎ＋１
２ ＝ （τ２－α ／ Γ（３ － α））∑

ｎ

ｓ ＝ ０
（λｎ－ｓ＋１ ／ ２ａｎ－ｓ ＋ （λｎ－ｓ － λｎ－ｓ＋１ ）ｂｎ－ｓ）ｇｔ，ｓ ＋ Ｒｎ＋１

１ ＋ Ｒｎ＋１
２ ＝ ［ｃ（α）

０ ｇ（ｔｎ＋１ ） － ∑
ｎ

ｓ ＝ １
（ｃ（α）

ｎ－ｓ

－ ｃ（α）
ｎ－ｓ＋１ ）ｇ（ｔｓ） － ｃ（α）

ｎ ｇ（ｔ０ ）］ ＋ Ｒｎ＋１ 。 （６）
其中： ｃ（α）

ｌ ＝ τ１－α（λ ｌ ＋１ ／ ２ａｌ ＋ （λ ｌ － λ ｌ ＋１ ）ｂｌ） ／ Γ（３ － α），Ｒｎ＋１ ＝ Ｒｎ＋１
１ ＋ Ｒｎ＋１

２ 。 同理

∂ α，λ（ ｔ）
０ｔｎ ｖ（ ｔ） ＝ ［ｃ（α）

０ ｇ（ ｔｎ） － ∑
ｎ－１

ｓ ＝ １
（ｃ（α）

ｎ－ｓ－１ － ｃ（α）
ｎ－ｓ ）ｇ（ ｔｓ） － ｃ（α）

ｎ－１ｇ（ ｔ０ ）］ ＋ Ｒｎ。 （７）

将式 （６） 和式 （７） 相加， 并除以 ２， 得到 ［∂ α，λ（ｔ）
０ｔｎ＋１

ｖ（ｔ） ＋ ∂ α，λ（ｔ）
０ｔｎ ｖ（ｔ）］ ／ ２ ＝ ［ｃ（α）

０ （ｇ（ｔｎ＋１） ＋ ｇ（ｔｎ）） ／ ２ －

∑
ｎ

ｓ ＝１
（ｃ（α）

ｎ－ｓ － ｃ（α）
ｎ－ｓ＋１）（ｇ（ｔｓ＋１） ＋ ｇ（ｔｓ）） ／ ２ － ｃ（α）

ｎ ｇ（ｔ０）］ ＋ ［Ｒｎ＋１ ＋ Ｒｎ］ ／ ２ 。 因为

（ｇ（ｔｓ＋１） ＋ ｇ（ｔｓ）） ／ ２ ＝ （ｖ′（ ｓ＋１） ＋ ｖ′（ｔｓ）） ／ ２ ＝ （ｖ（ｔｓ＋１） ＋ ｖ（ｔｓ）） ／ τ ＋ τ２ｖ‴（ξｓ＋１） ／ １２， ξｓ＋１∈（ｔｓ，ｔｓ＋１）， （８）
记

δｔｖｓ＋１ ／ ２ ＝ （ｖ（ ｔｓ＋１ － ｖ（ ｔｓ）） ／ τ， （９）
将式 （８） 和式 （９） 式代入式 （１０） 可得

［∂α，λ（ ｔ）
０ｔｎ ｖ（ｔ） ＋ ∂α，λ（ ｔ）

０ｔｎ＋１
ｖ（ｔ）］ ／ ２ ＝ ［ｃ（α）

０ δｔｖｎ＋１ ／ ２ － ∑
ｎ

ｓ ＝ １
（ｃ（α）

ｎ－ｓ － ｃ（α）
ｎ－ｓ＋１ ）δｔｖｓ＋１ ／ ２ － ｃ（α）

ｎ ｖ′（ｔ０ ）］ ＋ Ｒ^ｎ＋１ ／ ２ ：＝

Ｄα，λ（ ｔ）
ｔ ｖ（ｔｎ＋１ ／ ２ ） ＋ Ｒ^ｎ＋１ ／ ２ 。 （１０）

其中： Ｄα，λ（ ｔ）
ｔ ｖ（ ｔｎ＋１ ／ ２ ） ＝ ｃ（α）

０ δｔｖｎ＋１ ／ ２ － ∑
ｎ

ｓ ＝ １
（ｃ（α）

ｎ－ｓ － ｃ（α）
ｎ－ｓ＋１ ）δｔｖｓ＋１ ／ ２ － ｃ（α）

ｎ ｖ′（ ｔ０ ） ；

Ｒ^ｎ＋１ ／ ２ ＝ ［ｃ（α）
０ τ２ｖ‴（ξｎ＋１ ） ／ １２ － ∑

ｎ

ｓ ＝ １
（ｃ（α）

ｎ－ｓ － ｃ（α）
ｎ－ｓ＋１ ）τ２ｖ‴（ξｓ） ／ １２］ ＋ ［Ｒｎ＋１ ＋ Ｒｎ］ ／ ２。 （１１）

　 　 定理 １　 设 α∈ （１，２） ， ｖ（ ｔ） ∈Ｃ３ ［０，ｔｎ＋１ ］ ， λ（ ｔ） ∈Ｃ２ ［０，ｔｎ＋１ ］ 。 当 λ（ ｔ） ＞ ０ ， λ′（ ｔ） ≤０ 时， 有

Ｒ^ｎ＋１ ／ ２ ＝ ［∂ α，λ（ ｔ）
０ｔｎ＋１

ｖ（ ｔ） ＋ ∂ α，λ（ ｔ）
０ｔｎ ｖ（ ｔ）］ ／ ２ － Ｄα，λ（ ｔ）

ｔ ｖ（ ｔｎ＋１ ／ ２ ） ≤ （１ ／ ６Γ（３ － α） ＋ １ ／ ８Γ（２ － α） ＋ １ ／ Γ（３ －

α））λ（０） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

ｖ‴（ｔ） τ３－α ＋ （（１ ／ ８Γ（３ － α） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

λ′（ｔ） ＋ （１ ／ ４Γ（３ － α）） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

ｖ″（ｔ） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

λ″（ｔ） ）

Ｔ２－ατ２ ＝ Ｏ（τ３－α） 。

·０９·
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证明　 由式 （１１） 可知 ｜ Ｒ^ｎ＋１ ／ ２ ｜ ＝ ［ｃ（α）
０ τ２ｖ‴（ξｎ＋１ ） ／ １２ － ∑

ｎ

ｓ ＝ １
（ｃ（α）

ｎ－ｓ － ｃ（α）
ｎ－ｓ＋１ ）τ２ｖ‴（ξｓ） ／ １２］ ＋ ［Ｒｎ＋１ ＋

Ｒｎ］ ／ ２ 。 对上式右端第一项进行估计 ｃ（α）
０ τ２ｖ‴（ξｎ＋１） ／ １２ －∑

ｎ

ｓ ＝１
（ｃ（α）

ｎ－ｓ － ｃ（α）
ｎ－ｓ＋１）τ２ｖ‴（ξｓ） ／ １２ ≤ｃ（α）

０ τ２ｖ‴（ξｎ＋１） ／ １２ －

（ｃ（α）
０ τ２ｖ‴（ξｎ） ／ １２ － ｃ（α）

ｎ τ２ｖ‴（ξ１） ／ １２） ≤ ｃ（α）
０ ｍａｘ

０≤ｔ≤ｔｎ＋１
ｖ‴（ｔ） τ２ ／ ６ ≤ （λ（０） ／ ６Γ（３ － α）） ｍａｘ

０≤ｔ≤ｔｎ＋１
ｖ‴（ｔ） τ３－α 。 接

下来对截断误差 Ｒｎ ＋ １
１ 、 Ｒｎ ＋ １

２ 分别估计， Ｒｎ＋１
１ ＝ （１ ／ Γ（２ － α）） ∑

ｎ

ｓ ＝ ０
∫ｔ ｓ＋１

ｔｓ

λ（ ｔｎ＋１ － η）（ｇ（η） －

Π１，ｓｇ（η）） ′（ ｔｎ＋１ － η） １－αｄη ≤ （１ ／ Γ（２ － α）） ∑
ｎ－１

ｓ ＝ ０
∫ｔ ｓ＋１

ｔｓ

λ（ ｔｎ＋１ － η）（ｇ（η） － Π１，ｓｇ（η）） ′（ ｔｎ＋１ － η） １－αｄη ＋

（１ ／ Γ（２ － α））∫ｔ ｎ＋１

ｔｎ
λ（ｔｎ＋１ － η） ｇ′（η） － ｇｔ，ｎ （ｔｎ＋１ － η）１－αｄη ≤ （１ ／ Γ（２ － α））∑

ｎ－１

ｓ ＝ ０
∫ｔ ｓ＋１

ｔｓ
（ｇ（η） － Π１，ｓｇ（η）

λ′（ ｔｎ＋１ － η） （ ｔｎ＋１ － η） １－αｄη ＋ （（α － １） ／ Γ（２ － α））∑
ｎ－１

ｓ ＝ ０
∫ｔ ｓ＋１

ｔｓ
（ｇ（η） － Π１，ｓｇ（η） λ（ ｔｎ＋１ － η） （ ｔｎ＋１ －

η） －αｄη ＋ （１ ／ Γ（２ － α））∫ｔ ｎ＋１

ｔｎ
λ（ ｔｎ＋１ － η） （ｇ′（η） － ｇｔ，ｎ （ ｔｎ＋１ － η） １－αｄη ≤ （τ２ ／ ８Γ（２ － α））

ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

ｖ‴（ ｔ） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

λ′（ ｔ） ∑
ｎ－１

ｓ ＝ ０
∫ｔ ｓ＋１

ｔｓ
（ ｔｎ＋１ － η） －α＋１ ｄη ＋ （（α － １）λ（０）τ２ ／ ８Γ（２ － α）） ｍａｘ

０≤ｔ≤ｔｎ＋１
ｖ‴（ ｔ）

∑
ｎ－１

ｓ ＝ ０
∫ｔ ｓ＋１

ｔｓ
（ ｔｎ＋１ － η） －αｄη ＋ （λ（０）τ ／ Γ（２ － α）） ｍａｘ

０≤ｔ≤ｔｎ＋１
ｖ‴（ｔ） ∫ｔ ｎ＋１

ｔｎ
（ｔｎ＋１ － η）１－αｄη ≤ （Ｔ２－ατ２ ／ ８Γ（３ － α））

ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

λ′（ｔ） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

ｖ‴（ｔ） ＋ （１ ／ ８Γ（２ － α） ＋ １ ／ Γ（３ － α））λ（０）τ３－α ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

ｖ‴（ｔ） 。

　 　 对误差 Ｒｎ ＋ １
２ 进行估计，

Ｒｎ＋１
２ ＝ （τ２－α ／ Γ（２ － α）∑

ｎ

ｓ ＝０
ｇｔ，ｓ ∫１

０
（λｎ－ｓ＋１－ｚ － λｎ－ｓ＋１／ ２ － （λｎ－ｓ － λｎ－ｓ＋１）（ｚ － １ ／ ２）） （ｎ － ｓ ＋ １ － ｚ）１－αｄｚ。 （１２）

将函数 λ（ ｔｎ－ｓ＋１－ｚ） ， λ（ ｔｎ－ｓ＋１ ） ， λ（ ｔｎ－ｓ） 分别在 ｔｎ－ｓ＋１ ／ ２ 处泰勒展开

λ（ ｔｎ－ｓ＋１－ｚ） ＝ λ（ ｔｎ－ｓ＋１ ／ ２ ） ＋ λ′（ ｔｎ－ｓ＋１ ／ ２ ）（１ ／ ２ － ｚ）τ ＋ λ″（ ｔｎ－ｓ＋１ ／ ２ ）（１ ／ ２ － ｚ） ２τ２ ／ ２ ＋ Ｏ（τ３ ）， （１３）
λ（ ｔｎ－ｓ＋１ ） ＝ λ（ ｔｎ－ｓ＋１ ／ ２ ） ＋ λ′（ ｔｎ－ｓ＋１ ／ ２ ）τ ／ ２ ＋ λ″（ ｔｎ－ｓ＋１ ／ ２ ）（τ ／ ２） ２ ／ ２ ＋ Ｏ（τ３ ）， （１４）
λ（ ｔｎ－ｓ） ＝ λ（ ｔｎ－ｓ＋１ ） － λ′（ ｔｎ－ｓ＋１ ）τ ／ ２ ＋ λ″（ ｔｎ－ｓ＋１ ／ ２ ）（τ ／ ２） ２ ／ ２ ＋ Ｏ（τ３ ）。 （１５）

将式（１３） ～ （１５）代入式 （１２） 得 ｜ Ｒｎ＋１
２ ｜ ＝ （τ２－α ／ Γ（２ － α）∑

ｎ

ｓ ＝０
ｇｔ，ｓ ∫１

０
λ″（ｔｎ－ｓ＋１ ／ ２）（（１ ／ ２ － ｚ）τ）２（ｎ － ｓ ＋ １ －

ｚ）１－α ／ ２ｄｚ ≤ （τ３ ／ ４Γ（２ － α）） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

ｇ′（ｔ） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

λ″（ｔ） ∑
ｎ

ｓ ＝０
∫１

０
（ｔｎ－ｓ＋１ － ｚτ）１－αｄｚ ≤ （τ２ ／ ４Γ（２ － α））

ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

ｖ″（ｔ） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

λ″（ｔ） ∑
ｎ

ｓ ＝０
∫ ｓ＋１

ｔｓ
（ｔｎ＋１ － η）１－αｄｚ ＝ （τ２ ／ ４Γ（２ － α）） ｍａｘ

０≤ｔ≤ｔｎ＋１
ｖ″（ｔ） ｍａｘ

０≤ｔ≤ｔｎ＋１
λ″（ｔ） ∫ ｔｎ＋１

０
（ｔｎ＋１ －

η）１－αｄη ＝ （Ｔ２－ατ２ ／ ４Γ（３ － α）） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

ｖ″（ ｔ） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

λ″（ ｔ） 。 所以 Ｒｎ＋１ ＝ Ｒｎ＋１
１ ＋ Ｒｎ＋１

２ ≤ （１ ／ ８Γ（２ －

α） ＋ １ ／ Γ（３ － α））λ（０） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

ｖ‴（ ｔ） τ３－α ＋ （（１ ／ ８Γ（３ － α）） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

λ′（ ｔ） ＋ （１ ／ ４Γ（３ － α））

ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

ｖ″（ ｔ） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

λ″（ ｔ） ）Ｔ２－ατ２ 。 从而 Ｒ^ｎ＋１ ／ ２ ≤ （１ ／ ６Γ（３ － α） ＋ １ ／ ８Γ（２ － α） ＋ １ ／ Γ（３ － α））λ（０）

ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

ｖ‴（ｔ） τ３－α ＋ （（１ ／ ８Γ（３ － α）） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

λ′（ｔ） ＋ （１ ／ ４Γ（３ － α）） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

ｖ″（ｔ） ｍａｘ
０≤ｔ≤ｔｎ＋１

λ″（ｔ） ）Ｔ２－ατ２ ＝

Ｏ（τ３－α） 。
定理证毕。 下面研究系数的性质。
引理 １　 系数 ａｌ 是由式 （４） 定义的， 系数 ｂｌ 是由式 （５） 定义的， 对任意的 ｌ ＝ ０， １， …， 当

α ∈ （１，２） 时， 有 ａ０ ＞ ａ１ ＞ … ＞ ａｌ ＞ ０，ｂ０ ＞ ｂ１ ＞ … ＞ ｂｌ ＞ ０ 。
证明　 令 ａ（ｘ） ＝ （ｘ ＋ １） ２－α － ｘ２－α，（ｘ ≥ ０） 。 不难验证 ａ′（ｘ） ＜ ０， 即系数 ａｌ 为单调递减的。 由

·１９·
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于 ｂｌ ＝ ［（ ｌ ＋ １） ３－α － ｌ３－α］ ／ （３ － α） － ［（ ｌ ＋ １） ２－α ＋ ｌ２－α］ ／ ２ ， 故系数 ｂｌ 又可表示成函数积分形式， 即

由梯形求积公式可得出 ｂｌ ＝ ∫ ｌ ＋１

ｌ
ｘ２－αｄｘ － ［（ ｌ ＋ １） ２－α ＋ ｌ２－α］ ／ ２ ＝ － （ ｌ２－α） ″１２ ｜ ｘ ＝ ξｌ ＝ （２ － α）（α － １）

ξ －α
ｌ ／ １２ 。 其中： ｌ ＜ ξｌ ＜ ｌ ＋ １。 所以当 ｌ≥０ 时， ｂｌ ＞ ０。

令 ｂ（ｘ） ＝ （２ － α）（α － １）ｘ －α ／ １２ ， 则 ｂ′（ｘ） ＝ （２ － α）（α － １）（ － α）ｘ －（α＋１） ／ １２ 。 当 ｘ ＞ ０ 时， 可

验证函数 ｂ′（ｘ） ＜ ０， 故 ｂ（ｘ） 是单调递减的。 引理证毕。
引理 ２　 对任意的 α （１ ＜ α ＜ ２）， 当 ｂｌ ＞ ０， ｌ≥１ 时， 有以下等式成立 ｂｌ ＝ ［（ｌ ＋ １）２－α － ｌ２－α］（Ｋｌ －

１ ／ ２） ＝ ａｌ（Ｋｌ － １ ／ ２） 。 其中： Ｋ ｌ ＝ （（ ｌ ＋ １） ３－α － ｌ３－α － （３ － α） ｌ２－α） ／ （３ － α）［（ ｌ ＋ １） ２－α － ｌ２－α］ ， 且

１ ／ ２ ＜ Ｋ ｌ ＜ １ ／ （３ － α） 。

证明　 定义函数 ｆα（ｘ） ＝ （（ｘ ＋ １）３－α － ｘ３－α － （３ － α）ｘ２－α）（（３ － α）［（ｘ ＋ １）２－α － ｘ２－α］） －１ ＝ ∫１

０
（（ｚ ＋

ｘ）２－α － ｘ２－α）（（ｘ ＋ １）２－α － ｘ２－α） －１ｄｘ，ｘ ＞ ０ 和 ｈα（ｚ，ｘ） ＝ （（ｚ ＋ ｘ）２－α － ｘ２－α）（（ｘ ＋ １）２－α － ｘ２－α） －１ ＝ （ｚ∫１

０
（ｘ ＋

ｚξ） １－αｄξ）（∫１

０
（ｘ ＋ ξ） １－αｄξ） －１ ，０ ＜ ｚ ＜ １，ｘ ＞ ０ 。 显然 ｆα（ｘ） ＝ ∫１

０
ｈα（ ｚ，ｘ）ｄｚ ， 对任意的 ｘ ＞ ０， ０ ＜ ｚ ＜

１， 有不等式 ∫１

０
（ｘ ＋ ξ） １－αｄξ ＜ ∫１

０
（ｘ ＋ ｚξ） １－αｄξ ＜ ∫１

０
（ ｚｘ ＋ ｚξ） １－αｄξ ＝ ｚ１－α∫１

０
（ｘ ＋ ξ） １－αｄξ 成立。 函数

ｈα（ｚ，ｘ） 有 ｚ ＜ ｈα（ｚ，ｘ） ＜ ｚ２－α 。 对上述不等式中的 ｚ 关于 ０ 到 １ 积分， 有 １ ／ ２ ＜ ｆα（ｘ） ＝ ∫１

０
ｈα（ｚ，ｘ）ｄｘ ＜

１ ／ （３ － α） ， 即 １ ／ ２ ＜ Ｋ ｌ ＜ １ ／ （３ － α） 。 引理证毕。
引理 ３　 系数 ａｌ 是由式 （４） 定义的， 系数 ｂｌ 是由式 （５） 定义的， 当 α∈ （１，２） ， 对任意的 ｌ ＝

１， ２， ３， …， 有

（２ － α）（ ｌ ＋ １） １－α ＜ ａｌ ＜ （２ － α） ｌ１－α， （１６）
（α － １）（２ － α）（ ｌ ＋ ２） －α ＜ ａｌ － ａｌ ＋１ ＜ （α － １）（２ － α） ｌ －α， （１７）
（α － １）（２ － α）（ ｌ ＋ ２） －α ／ １２ ＜ ｂｌ ＜ （α － １）（２ － α） ｌ －α ／ １２。 （１８）

　 　 证明　 ａｌ， ａｌ － ａｌ ＋ １ ， ｂｌ 可表示成如下积分形式， 即

ａｌ ＝ （２ － α）∫１

０
（ ｌ ＋ ξ） １－αｄξ， （１９）

ａｌ － ａｌ ＋１ ＝ （α － １）（２ － α）∫１

０
ｄη∫１

０
（ ｌ ＋ ξ ＋ η） －αｄξ， （２０）

　 　 ｂｌ ＝ ２α－３ （α － １）（２ － α）∫１

０
ηｄη∫２ｓ＋１＋η

２ｓ＋１－η
ξ －αｄξ 。 由式 （１９） 可知， 式 （１６） 显然成立。 分析式 （２０），

根据积分中值定理有 ∫１

０
（ｌ ＋ ξ ＋ η） －αｄξ ＝ （ｌ ＋ η ＋ ζ） －α，ζ ∈ （０，１） 。 因为 η∈ （０， １）， 故 （ｌ ＋ ２） －α ＜

∫１

０
ｄη∫１

０
（ｌ ＋ ξ ＋ η） －αｄξ ＝ ∫１

０
（ｌ ＋ η ＋ ζ） －αｄη ＜ ｌ －α， 故（α － １）（２ － α）（ｌ ＋ ２） －α ＜ （α － １）（２ － α）∫１

０
ｄη（ｌ ＋

ξ ＋ η） －αｄξ ＜ （α － １）（２ － α） ｌ －α ， 即式 （１７） 得证。 同理可证式 （１８） 成立。
引理 ４　 对任意的 ｌ ＝ ０， １， …， α∈ （１， ２）， 并且 λ（ｔ） ∈ Ｃ２ ［０，ｔｎ＋１ ］ ， 当 λ（ｔ） ＞ ０，λ′（ｔ） ≤ ０ ，

时， 对任意 ｔ∈［０，Ｔ］， 有 ｃ（α）
０ ＞ ｃ（α）

１ ＞ … ＞ ｃ（α）
ｌ ＞ λ（ ｔｌ ＋１ ／ ２ ） ｔ１－αｌ＋１ ／ Γ（２ － α） 。

证明　 当 λ （ ｔ） ＞ ０， λ′ （ ｔ） ≤０ 时， ｂｌ 恒正， 故 ｃ（α）
ｌ ＝ （τ１－α ／ Γ（３ － α））（λ ｌ ＋１ ／ ２ａｌ ＋ （λ ｌ －

λ ｌ ＋１ ）ｂｌ） ＞ τ１－αλ ｌ ＋１ ／ ２ａｌ ／ Γ（３ － α） 。 又由引理 ３， 可得 ｃ（α）
ｌ ＞ λ（ ｔｌ ＋１ ／ ２ ） ｔ１－αｌ＋１ ／ Γ（２ － α）。

接下来证明系数 ｃｌ 为单调递减的。
ｃｌ － ｃｌ ＋１ ＝ （τ１－α ／ Γ（３ － α））（λ ｌ ＋１ ／ ２ａｌ ＋ （λ ｌ － λ ｌ ＋１ ）ｂｌ － λ ｌ ＋３ ／ ２ａｌ ＋１ － （λ ｌ ＋１ － λ ｌ ＋２ ）ｂｌ ＋１ ） ＝

　 　 　 　 （τ１－α ／ Γ（３ － α））（λ ｌ ＋１ ／ ２ａｌ － λ ｌ ＋３ ／ ２ａｌ ＋１ － λ ｌ ＋１ｂｌ － λ ｌ ＋１ｂｌ ＋１ ＋ λ ｌｂｌ ＋ λ ｌ ＋２ｂｌ ＋１ ） ＞

·２９·
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（τ１－α ／ Γ（３ － α））（λ ｌ ＋１ ／ ２ （ａｌ － ａｌ ＋１ － ｂｌ － ｂｌ ＋１ ） ＋ λ ｌｂｌ ＋ λ ｌ ＋２ｂｌ ＋１ ） ＞
（τ１－αλ ｌ ＋１ ／ ２ ／ Γ（３ － α））（ａｌ － ａｌ ＋１ － ｂｌ － ｂｌ ＋１ ）。　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２１）

　 　 当 ｌ ＝ ０ 时， 有 ｃ０ － ｃ１ ＞ （τ１－αλ１ ／ ２ ／ Γ（３ － α））（ａ０ － ａ１ － ｂ０ － ｂ１ ） ＝ （τ１－αλ１ ／ ２ ／ Γ（３ － α））（１ － ２２－α ＋
１ － （３ － α） －１ ＋ １ ／ ２ － ２３－α（３ － α） －１ ＋ （３ － α） －１ ＋ ２１－α ＋ １ ／ ２） ＝ （ τ１ －αλ１ ／ ２ ／ Γ（３ － α） ） （３ － ２ １ －α －
２ ３ －α（３ －α） －１ ） ＝ （τ１－αλ１ ／ ２ ／ Γ（３ － α））（３ － ２１－α（１ ＋ ４（３ － α） －１ ）） ＞ ０ 。

当 ｌ≥１ 时， 根据引理 ３， 式 （２１） 可表示成 ｃｌ － ｃｌ ＋１ ＞ （τ１－αλｌ ＋１ ／ ２ ／ Γ（３ － α））（（α － １）（２ － α）（ｌ ＋
２） －α － （α － １）（２ － α）ｌ－α ／ １２ － （α － １）（２ － α）（ｌ ＋ １） －α ／ １２） ＝ （（α － １）（２ － α）（ｌ ＋ ２） －αλｌ＋１ ／ ２τ１－α ／ １２Γ（３ －
α） ） （１２ － （ ｌ ＋ ２） α ｌ －α － （ ｌ ＋ ２） α（ ｌ ＋ １） －α） ＝ （（α － １）（２ － α）（ｌ ＋ ２） －αλｌ ＋１ ／ ２τ１－α ／ １２Γ（３ － α））（１２ －
（（１ ＋ ２ｌ －１ ）α ＋ （１ ＋ （ｌ ＋ １） －１ ）α）） ， 故当 ｌ ＝ １ 时， ３α ＋ （３ ／ ２）α ＜ １２ ， 此时 ｃ１ － ｃ２ ＞ ０ 显然成立。

当 ｌ≥２ 时， 令 ｐ（ｘ） ＝ （１ ＋２ｘ－１）α ＋ （１ ＋ （ｘ ＋１） －１）α，ｘ ≥２ 。 显然， 函数 ｐ′（ｘ） ＜ ０ ， 即 ｐ（ｘ） ≤ｐ（２） ＝
２α ＋ （４ ／ ３）α ＜ １２ ， 即可证 ｃｌ － ｃｌ ＋１ ＞０。 引理证毕。

２　 数值例子
本节将通过数值算例来验证差分格式 （１０） 的有效性和数值精度。
取正整数 Ｎ， 记 Ｔ ＝ １， Δｔ ＝ Ｔ ／ Ｎ ＝ １ ／ Ｎ， Ｖｎ＋１ ／ ２ ＝ （∂ α，λ（ ｔ）

０ｔ ｖ（ ｔｎ＋１ ） ＋ ∂ α，λ（ ｔ）
０ｔ ｖ（ ｔｎ）） ／ ２ 且 ｖｎ ＋ １ ／ ２ （０≤ｎ≤

Ｎ） 为 Ｄα，λ（ ｔ）
ｔ 的解， 记 Ｅｎ＋１ ／ ２

∞ （Δｔ） ＝ ｍａｘ
０≤ｎ≤Ｎ

Ｖｎ＋１ ／ ２ － ｖｎ＋１ ／ ２ 。 则在 Ｌ∞ 意义下时间收敛阶为 Ｏｒｄｅｒ∞ ＝

ｌｏｇ２ （Ｅｎ＋１ ／ ２
∞ （Δｔ） ／ （Ｅｎ＋１ ／ ２

∞ （Δｔ ／ ２））） 。 其中： Δｔ 为时间步长。
例　 假设 １ ＜ α ＜ ２ ， 令 ｖ（ｔ） ＝ ｅ－ｔ， λ（ｔ） ＝ ｅ－ｔ ， 计算 α（１ ＜ α ＜ ２） 阶带有广义记忆核 Ｃａｐｕｔｏ 分数

阶导数Ｃ
０ Ｄα，λ

ｔ ｖ （ｔ） 在 Ｔ ＝１ 处的数值解。 精确解为 Ｃ
０ Ｄα，λ

ｔ ｖ（ｔ） ｔ ＝１ ＝ ｅ－ｔ ｔ２－α ／ Γ（３ － α） ｔ ＝１ ＝ ｅ－１ ／ Γ（３ － α） 。
取不同步长 Δｔ ＝１ ／ １０， １ ／ ２０， １ ／ ４０， １ ／ ８０， １ ／ １６０。 表 １ 列出了 α 分别取 １􀆰 １， １􀆰 ５， １􀆰 ９ 时， 不同步长下的

最大模误差估计及收敛精度。 由表 １ 可知， 本文所构造的带有广义记忆核α（１ ＜ α ＜ ２） 阶Ｃａｐｕｔｏ 型时间分

数阶导数的差分格式是一种简单， 易于实现的格式， 其收敛阶无限接近于 Ｏ（τ３－α） 。

表 １　 不同时间步长下的最大误差及收敛阶

Ｔａｂ． １　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ

Δｔ
α ＝ １． １

Ｅｎ ＋ １ ／ ２
∞ （Δｔ） Ｏｒｄｅｒｔ

α ＝ １． ５
Ｅｎ ＋ １ ／ ２

∞ （Δｔ） Ｏｒｄｅｒｔ

α ＝ １． ９
Ｅｎ ＋ １ ／ ２

∞ （Δｔ） Ｏｒｄｅｒｔ
１ ／ １０ ２． １０００ × １０ － ３ － ０． ９０００ × １０ － ２ － ２． ５６００ × １０ － ２ －
１ ／ ２０ ５． ８０１９ × １０ － ４ １． ８５ ３． ２０００ × １０ － ３ １． ４９ １． ２０００ × １０ － ２ １． ０９
１ ／ ４０ １． ５７０１ × １０ － ４ １． ８８ １． ２０００ × １０ － ３ １． ４１ ５． ６０００ × １０ － ３ １． ０９
１ ／ ８０ ４． ２４３７ × １０ － ５ １． ８８ ４． １１９５ × １０ － ４ １． ５４ ２． ６０００ × １０ － ３ １． １０
１ ／ １６０ １． １４６０ × １０ － ５ １． ８８ １． ４６２９ × １０ － ４ １． ４９ １． ２０００ × １０ － ３ １． ０７

３　 结论
在带有广义记忆核 α（０ ＜ α ＜ １） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数研究的基础上， 利用降阶法， 研究了带有广

义记忆核的 α（１ ＜ α ＜ ２） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶导数 Ｌ１ 差分格式， 分析了其系数性质， 证明了截断误差为

Ｏ（τ３－α） ， 并通过数值算例严格验证了格式的有效性。 本文提供的是带有广义记忆核的 α（１ ＜ α ＜ ２）
阶 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶导数的一种离散格式， 下一步的研究可以将这种差分格式应用到求解其他含有广

义记忆核的 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的差分方程并进行误差估计， 同时也可以考虑研究带有广义记忆核

α（１ ＜ α ＜ ２） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的高阶差分格式， 进一步提高收敛精度。

·３９·
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