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采样控制下复杂动态网络的广义函数同步

陈奕晖， 宾红华

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 针对一类非线性复杂动态网络， 研究其在采样数据控制下实现广义函数同步的问题。 通过设计

该网络控制响应系统及外部函数， 构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数并将其形式转化为具有时变动态的线性函数， 得到该广

义函数同步的新依据。 此外， 给出一个例子， 并通过数值模拟验证理论结果的正确性。
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０　 引言
近年来， 对复杂网络的研究已渗入到很多科学领域， 如物理学、 生物医学、 工程学和社会学

等［１ － ３］ 。 复杂网络的本质就是其复杂性， 包括网络的拓扑结构、 动力学演化、 节点多样性等。 在众多网

络动态行为中， 同步性是一种典型的集体行为， 这引起了许多学者的关注。 早期的研究大都集中在单个

网络内节点间的同步， 即内部同步［４］ 。 随着研究的逐步深入， 学者们开始关注 ２ 个或多个复杂网络间的

外部同步［５］ ， 这在现实世界中随处可见， 如捕食者⁃猎物相互作用网络、 捕食者网络和猎物网络之间的

关系等， 因此， 研究其同步性不仅可以解释大量的自然现象， 而且具有潜在利用价值。 目前， 已经提出

了多种关于 ２ 个复杂网络同步的控制方法， 包括自适应同步［６ － ７］ 、 牵制控制［１ － ２］ 和脉冲控制［８ － １０］ 等。 在

过去几年里， 有人提出了各种不同的同步定义， 如相位同步［４］ 、 滞后同步［７，１０ － １１］ 、 投影同步［１０ － １８］ 、 函

数投影同步［１４ － １６］和广义函数同步［１７ － １９］等。 在这些定义中， 广义函数同步是最普遍的， 近年来受到了更

多的关注。 Ｗｕ 等［１７］通过非线性控制器研究了 ２ 个完全不同的复杂动态网络之间的广义同步。 研究者通

过设计非线性控制器来消除网络模型的许多非线性项［１８ － １９］ ， 与此同时， 越来越多的人开始关注采样数
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据系统的分析和控制［２０ － ２２］ 。 受到以上文献启发， 考虑非线性复杂网络在采样控制下实现广义函数同步

的问题值得进一步的研究。 因此， 本文针对一类复杂网络系统， 通过设计合适的采样数据控制器， 并基

于广义同步和稳定性理论构造其外部函数， 将 Ｌａｐｕｎｏｖ 函数的形式转化为具有时变动态的线性函数， 最

终得到该类型复杂网络实现广义函数同步的新判据， 最后用数值模拟证实了理论分析的有效性。

１　 采样控制下的复杂动态网络广义函数同步系统
考虑一个由 Ｎ 个不同的动力节点组成的复杂网络， 其中每个节点都是 ｎ 维非自治动态系统。 该复杂

动态网络的状态方程可表示为

ｘ·ｉ（ｔ） ＝ ｆｉ（ｘｉ（ｔ）） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（ｃｉｊＡｘｊ（ｔ）） ＋ α（ｔ）ｘ（ｔ），ｉ ＝ １，２，…，Ｎ。 （１）

其中： ｘｉ ＝ （ｘｉ１ ，ｘｉ２ ，…，ｘｉｎ）Ｔ ∈ Ｒｎ 为每一个节点 ｉ 的状态向量； ｆｉ：Ｒｎ → Ｒｎ 为连续的非线性向量值函数；
矩阵Ａ∈ Ｒｎ×ｎ 为每个节点的内部耦合矩阵； α（ｔ） ＞ ０ 为待定的连续有界函数。 矩阵Ｃ ＝ （ｃｉｊ） ∈ ＲＮ×Ｎ 是

耦合矩阵， 如果节点 ｉ 与节点 ｊ 之间有连接 （ｉ≠ ｊ） ， 则 ｃｉｊ ≠０ ， 否则 ｃｉｊ ＝ ０ ， 且矩阵Ｃ 的对角元素 ｃｉｉ被

定义为 ｃｉｉ ＝ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉｊ， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ 。

假设 １　 存在一个正数 Ｌ， 使得 ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ ｚ） ≤ Ｌ ｘ － ｚ ， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ， 其中 ｘ、 ｚ 是 ｎ 维

向量。
考虑非线性响应系统

ｙ·ｉ（ ｔ） ＝ Ｇ ｉ（ｙ１ ，ｙ２ ，…，ｙＮ） ＝ ｆｉ（ｙｉ（ ｔ）） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（ｃｉｊＡｙ ｊ（ ｔ）） ＋ ｕｉ（ ｔ），ｉ ＝ １，２，…，Ｎ。 （２）

其中： Ｇｉ 是待定的非线性函数； 采样控制器 ｕｉ（ｔ） ＝ α（ｔｋ）ｙ（ｔｋ），ｔ ∈ ［ｔｋ，ｔｋ＋１ ） ， 对任意时刻， 满足 ｔ１ ＜
ｔ２ ＜ … ＜ ｔｋ ＜ ｔｋ＋１ ＜ … ， 且有 ｈ：＝ ｔｋ＋１ － ｔｋ ＞ ０ ， 称其为采样间隔， 并且假设所有时变矩阵都是有界的。

定义 １　 对于连续可逆线性函数 Φ：Ｒｎ → Ｒｎ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ， 若响应系统 （２） 与复杂系统 （１）
满足 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｘｉ（ ｔ） － Φ（ｙｉ（ ｔ）） ＝ ０，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ， 则称系统 （１） 与系统 （２） 实现广义函数同步。

注 １　 当 Φ（ｙ） ＝ Ｐｙ ＋ Ｑ （其中 Ｐ、 Ｑ 为常数矩阵） 时， 广义函数同步被称作线型广义同步； 当

Φ（ｙ） ＝ ξｉ（ｔ）ｙ 时， 广义函数同步被称作广义投影同步［２３］ 。 特别地， 当 ξｉ（ｔ） ≡ ξ、 ξｉ（ｔ） ≡ １、 ξｉ（ｔ） ≡
－ １ 时， 广义函数同步被分别称作投影同步、 完全同步及反同步。

接下来建立对应的广义函数， 有 Φ
·

ｉ（ｙｉ） ＝ ｙ·ｉ（ ｔ）［ｄΦｉ（ｙｉ） ／ ｄｙｉ（ ｔ）］ ＝ Ｇ ｉ（ｙ１ ，ｙ２ ，…，ｙＮ）Ｊｉ ，

Ｇ ｉ（ｙ１ ，ｙ２ ，…，ｙＮ） ＝ Ｊ －１
ｉ ｆｉ（Φｉ（ｙｉ）） ＋ Ｊ －１

ｉ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（ｃｉｊＡΦ ｊ（ｙ ｊ）） ＋ Ｊ －１

ｉ α（ ｔｋ）Φｉ（ｙｉ（ ｔｋ））， （３）

△Φｉ（ｙｉ（ ｔ ＋ ）） ＝ Ｕｉｋ ＝ Ｂｉｋ（Φｉ（ｙｉ） － ｘｉ），ｉ ＝ １，２，…，Ｎ。 （４）
其中： Ｊ － １

ｉ 为 Ｊｉ ＝ ｄΦｉ（ｙｉ） ／ ｄｙｉ 的逆矩阵； Ｂｉｋ为反馈增益矩阵。 设 β ＝ Ｌ ＋ λｍａｘ（Ｃ ⊗ Ａ） ， 其中⊗为

Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积。
引理 １［２４］ 　 对任意 ｘ，ｙ ∈ Ｒｎ ， 存在正定矩阵 Ｓ ∈ Ｒｎ×ｎ ， 使得 ｘＴｙ ≤ （ｘＴＳｘ ＋ ｙＴＳ －１ｙ） ／ ２ 成立。

２　 同步分析
定理 １　 若存在 γ ＞ ０ ， 使得分段连续函数 ｌ（ ｔ） ＝ β ＋ α（ ｔｋ） ／ ２ ＜ γ ， 且

ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

ｔ０

［ ｌ（ ｓ） ＋ μ（ ｓ）ｅγｈ］ｄｓ ＝ － ∞ 。 （５）

其中： μ（ ｔ） ＝ α（ ｔｋ） ／ ２； ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１ ）； ｈ ＝ ｔｋ＋１ － ｔｋ ， 则响应系统 （２） 实现了与复杂系统 （１） 的广

义函数同步。

·５７１·
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证明 　 定 义 误 差 项 为 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｘｉ（ ｔ） － Φｉ（ｙｉ（ ｔ）） ， 建 立 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 Ｖ（ ｔ） ＝

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ｅｉ

Ｔ（ ｔ）ｅｉ（ ｔ）） ２ ， 根据假设 １ 及式 （１） ～ 式 （３） 可以得到，

ｄＶ（ ｔ） ／ ｄｔ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ｅＴ

ｉ ｅ
·
ｉ） ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
｛ｅｉ

Ｔ［ ｆｉ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（ｃｉｊＡｘ ｊ（ ｔ）） ＋ α（ ｔ）ｘ（ ｔ） － Ｇ ｉ（ｙ１ ，ｙ２ ，…，ｙＮ）Ｊｉ］｝ ＝

　 　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
｛ｅｉ

Ｔ［ ｆｉ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（ｃｉｊＡｘ ｊ（ ｔ）） ＋ α（ ｔ）ｘ（ ｔ）］｝ － ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
｛ｅｉ

Ｔ［ ｆｉ（Φｉ（ｙｉ（ ｔ））） ＋

　 　 　 ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（ｃｉｊＡΦ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ））） ＋ α（ ｔｋ）Φｉ（ｙｉ（ ｔｋ））］｝ ≤ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
｛ｅｉ

Ｔ［Ｌｅｉ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（ｃｉｊＡｅｊ） ＋ α（ ｔｋ）ｅｉ（ ｔｋ）］｝。 （６）

再根据引理 １， 式 （６） 变为

ｄＶ（ ｔ） ／ ｄｔ ＜ Ｌ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ｅｉ

Ｔｅｉ） ＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
｛ｅＴ

ｉ ［∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（ｃｉｊＡｅｊ） ＋ α（ ｔｋ）ｅｉ（ ｔｋ）］｝ ≤ ［Ｌ ＋ λｍａｘ（Ｃ ⊗ Ａ）］∑

Ｎ

ｉ ＝ １
（ｅＴ

ｉ ｅｉ） ＋

　 　 　 　 　 ［α（ｔｋ）∑
Ｎ

ｉ ＝１
（ｅＴ

ｉ ｅｉ） ＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝１
（ｅｉ Ｔ（ｔｋ）ｅｉ（ｔｋ））］ ／ ２ ＝ ［Ｌ ＋ β － Ｌ ＋ α（ｔｋ） ／ ２］Ｖ（ｔ） ＋ α（ｔｋ）Ｖ（ｔｋ） ／ ２ ＝

［β ＋ α（ ｔｋ） ／ ２］Ｖ（ ｔ） ＋ α（ ｔｋ）Ｖ（ ｔｋ） ／ ２ ＝ ｌ（ ｔ）Ｖ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ）Ｖ（ ｔｋ），ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１ ）。 （７）
　 　 考虑方程

Ｖ
·

１ （ ｔ） ＝ ｌ（ ｔ）Ｖ１ （ ｔｋ），Ｖ１ （ ｔ） ＝ Ｖ（ ｔｋ），ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１ ）。 （８）
由于 μ（ ｔ）Ｖ（ ｔｋ） ≥ ０ ， 且当 ｔ ＞ ｔｋ 时， 有 Ｖ（ ｔ） ≥ Ｖ１ （ ｔ） ， 从而由式 （８） 可得

Ｖ１ （ ｔ） ＝ ｅｘｐ（∫ｔ

ｔｋ
ｌ（ ｓ）ｄｓ）Ｖ１ （ ｔｋ），ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１ ）。 （９）

从而有 Ｖ（ ｔ） ≥ Ｖ１ （ ｔ） ＝ ｅｘｐ（∫ｔ

ｔｋ
ｌ（ ｓ）ｄｓ）Ｖ１ （ ｔｋ），ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１ ） 。 进一步有

Ｖ（ ｔｋ） ＝ Ｖ１ （ ｔｋ） ≤ ｅｘｐ（ － ∫ｔ

ｔｋ
ｌ（ ｓ）ｄｓ）Ｖ（ ｔｋ），ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１ ）。 （１０）

则式 （７） 进一步化为 ｄＶ（ ｔ） ／ ｄｔ ≤ ［ ｌ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ）ｅｘｐ（ － ∫ｔ

ｔｋ
ｌ（ ｓ）ｄｓ）］Ｖ（ ｔｋ），ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１ ） 。 于是，

Ｖ（ ｔ） ≤ ｅｘｐ ∫ｔ

ｔｋ
［ ｌ（ ｓ） ＋ μ（ ｓ）ｅｘｐ（ － ∫ｓ

ｔｋ
ｌ（τ）ｄτ）］ｄｓ{ }Ｖ（ ｔｋ） ≤ ｅｘｐ ∫ｔ

ｔｋ
［ ｌ（ ｓ） ＋ μ（ ｓ）ｅγｈ］ｄｓ{ }Ｖ（ ｔｋ） ≤

ｅｘｐ ∫ｔ

ｔ０
［ ｌ（ ｓ） ＋ μ（ ｓ）ｅγｈ］ｄｓ{ }Ｖ（ ｔ０ ），ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１ ）。　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （１１）

　 　 由式 （５） 可知， ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｖ（ ｔ） ＝ ０ ， 即有 ｅｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ） 渐进趋于 ０。 根据定义 １ 可得， 响应

系统 （２） 实现了与复杂系统 （１） 的广义函数同步。

引理 ２［２５］ 　 若一个函数 ｌ（ ｔ） 是一致稳定函数， 当且仅当 ∫ｔ ＋Ｔ

ｔ
ｌ（ ｓ）ｄｓ ≤－ ｃ、 ∫ｔ ＋θ

ｔ
ｌ（ ｓ）ｄｓ ≤ ｄ，∀θ ∈

［０，Ｔ］ 成立。 其中： ｃ、 ｄ、 Ｔ ＞ ０ 为常数。
定理 ２　 若存在分段连续函数 ｌ（ ｔ） ， 满足 ｌ（ ｔ） ＝ β ＋ α（ ｔｋ） ／ ２ ＜ γ， μ（ ｔ） ＝ α（ ｔｋ） ／ ２ ＞ ０， ｔ∈ ［ ｔｋ，

ｔｋ＋１ ） ， 且 ｌ（ ｔ） ＋ μ（ ｔ）ｅγｈ 为引理 ２ 中的一致稳定函数， 则有 Ｖ（ ｔ） ≤ ｅｃ＋ｄｅ［ －ｃ（ ｔ －ｔ０）］ ／ ＴＶ（ ｔ０ ） 。 其中： ｃ、 ｄ、

Ｔ ＞ ０ 为常数； Ｖ（ｔ） ＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ｅｉ Ｔ（ｔ）ｅｉ（ｔ）） ２ ， 则响应系统 （２） 实现了与复杂系统 （１） 的广义函数同步。

证明　 若 ｌ（ｔ） ＋ μ（ｔ）ｅγｈ 为一致稳定函数， 则存在满足 Ｔｎ＋１ － Ｔｎ ＝ Ｔ、 Ｔ０ ＝ ｔ０ （ｎ ＝ ０，１，…） 数列

｛Ｔｎ｝∞
ｎ ＝ ０ ， 使得 ∫Ｔｎ＋１

Ｔｎ
［ｌ（ｓ） ＋ μ（ｓ）ｅγｈ］ｄｓ ≤－ ｃ， ∫Ｔｎ＋１＋θ

　 Ｔｎ
［ｌ（ｓ） ＋ μ（ｓ）ｅγｈ］ｄｓ ≤ ｄ ， 其中： θ ∈ ［０，Ｔ］。 对于

ｔ ∈ ［Ｔｎ，Ｔｎ＋１ ） ， 存 在 θ１ ≤ Ｔ ， 使 得 ｔ ＝ ｔ０ ＋ ｎＴ ＋ θ１ 。 结 合 式 （ １１ ） 可 得， Ｖ（ｔ） ≤

ｅｘｐ ∫ｔ

Ｔｎ
［ｌ（ｓ） ＋ μ（ｓ）ｅγｈ］ｄｓ{ } ｅｘｐ ∫ Ｔｎ

Ｔｎ－１

［ｌ（ｓ） ＋ μ（ｓ）ｅγｈ］ｄｓ{ } × … × ｅｘｐ ∫Ｔ１

Ｔ０

［ｌ（ｓ） ＋ μ（ｓ）ｅγｈ］ｄｓ{ }Ｖ（ｔ０） ≤

·６７１·



　 第 ２ 期 陈奕晖， 等： 采样控制下复杂动态网络的广义函数同步

ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

ｅｄｅ－ｎｃＶ（ｔ０） ≤ ｅｄｅ［ －ｃ（ｔ－ｔ０）］ ／ ＴｅｃＶ（ｔ０） ＝ ｅ（ｃ＋ｄ） ｅ［ －ｃ（ｔ－ｔ０）］ ／ ＴＶ（ｔ０） 。 此时， 同样有 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｖ（ ｔ） ＝ ０ 。 根据定义 １， 响

应系统 （２） 实现了与复杂系统 （１） 的广义函数同步。

３　 数值模拟
本节考虑一个具有 ３ 个节点的简单动态网络作为上述理论的应用。 外部耦合矩阵为 Ｃ ＝

　 １ － １ 　 ０
－ １ 　 ２ － １
　 ０ － １ 　 １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
。

首先， 规定

ｆｉ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ） ＝
　 ａ（ｘ２ － ｘ１ ）
ｃｘ１ － ｘ１ｘ３ － ｘ２

　 ｘ１ｘ２ － ｂｘ３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ。 （１２）

其中： ｘ ＝ （ｘ１ ，ｘ２ ，ｘ３ ） Ｔ 。 此 时 可 以 将 式 （ １２ ） 改 写 为 ｆｉ（ｘ） ＝ Ｄｘ ＋ Ψ（ｘ） 。 取 Ｄ ＝
－ １０ １０ ０
　 ２８ － １ ０
　 ０ 　 ０ － ２． ６７

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Ψ（ｘ） ＝

　 ０
－ ｘ１ｘ３

　 ｘ１ｘ２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
。

通过计算可以得到 ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｚ） ≤ Ｄ（ｘ － ｚ） ＋ Ψ（ｘ） － Ψ（ｚ） ≤７０ ｘ － ｚ 。 再对 ｙ ＝ （ｙ１ ，
ｙ２ ，ｙ３ ） Ｔ ， 取广义线性函数为 Φｉ（ｙ） ＝ Φ（ｙ） ＝ （ｙ１ ，２ｙ２ ＋ １，ｙ３ － ２） ， 则有 Φ－１ （ｙ） ＝ （ｙ１ ，（ｙ２ － １） ／ ２，

（ｙ３ ＋ ２） ／ ３） Ｔ ， 则有 Ｊｉ ＝
１ ０ ０
０ ２ ０
０ ０ ３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Ｊ －１

ｉ ＝
１ ０ ０
０ １ ／ ２ ０
０ ０ １ ／ ３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

。 根据式 （７）， 可取 ｌ（ ｔ） ＝ － １１． ２ ＋

０． ５ｓｉｎ（ ｔ） ， 取 ｈ ＝ ｔｋ＋１ － ｔｋ ＝ ０． ０１ ， 使得定理 １ 中条件成立， 即 ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

ｔ０
［ ｌ（ ｓ） ＋ μ（ ｓ）ｅγｈ］ｄｓ ＝ － ∞ ， 此

时可由系统误差图 （见图 １） 表现出 ｅｉ１ （ ｔ）、 ｅｉ２ （ ｔ）、 ｅｉ３ （ ｔ）（ ｉ ＝ １，２，３） 迅速收敛趋于 ０。

a) ei1(t) b) ei2(t) c) ei3(t)
t
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t t
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图 1 系统的误差轨迹
Fig.1 Error trajectory of system

４　 结论
本文研究了一类在采样数据控制下的复杂网络的广义函数同步问题。 通过构造合适的外部函数， 并

结合稳定性理论， 将李雅普诺夫函数转化为具有时变动态的线性函数， 从而得出了该类型复杂网络在采

样数据控制下实现广义函数同步的新判断依据。 最后， 通过数据模拟， 验证了理论结果的正确性。
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