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［摘要］ 连通图 Ｇ 中两顶点间的电阻距离， 定义为用单位电阻代替每条边之后这两顶点在相应电网络

中的等效电阻。 主要研究星图、 双星图和广义章鱼图的电阻谱确定问题； 利用相关的电网络理论， 证明这

些图可以由相应电阻谱确定。
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０　 引言
设 Ｇ ＝ （Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ）） 是顶点集和边集分别为 Ｖ（Ｇ） ＝ ｛ｖ１ ，ｖ２ ，…，ｖｎ｝、 Ｅ（Ｇ） ＝ ｛ｅ１ ，ｅ２ ，…，ｅｍ｝ 的

简单连通图。 在图 Ｇ 中， 顶点 ｖｉ 和 ｖｊ 之间的经典距离记为 ｄＧ（ｖｉ，ｖｊ） ， 代表它们之间的最短路径的长

度。 １９９３ 年， Ｋｌｅｉｎ 等［１］首次提出了一个新的距离函数， 即电阻距离。 令 Ｎ 是把一个简单图 Ｇ 中的每

条边都用单位电阻代替后得到的网络， 图 Ｇ 中， ｕ 和 ｖ 之间的电阻距离定义为这两点在 Ｎ 中的等效电

阻， 记为 ＲＧ（ｕ，ｖ） 。 如果 Ｔ 是一棵树， 那么 Ｔ 上顶点间的电阻距离就是通常的最短路距离。 由于自

身的重要性及其在其他领域的广泛应用， 电阻距离得到了数学、 化学、 物理、 工程、 生物学、 社会

学、 网络科学等众多领域学者的广泛研究， 产生了丰富的理论成果［２］ 。
图的谱确定问题的提出已经有 ４０ 多年， 也吸引了很多学者对其进行研究。 １９７３ 年， Ｓｃｈｗｅｎｋ［３］

运用概率的方法说明了几乎所有的树都不是邻接谱确定的。 但是， 此后对于一般的图几乎没有这样的

结论。 因此， 一些特殊图类的谱确定问题得到了广泛的关注。 路、 路的补图、 完全图和圈［４ － ５］ 都被证
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明是邻接谱确定的。 Ｈａｅｍｅｒｓ 等［６］证明了棒棒糖图是邻接谱确定的。 Ｚｎ 图及其与之相关的一些图［７］ 、
Ｔ 型树［８］也被陆续证明是邻接谱确定的。 由于图的拉普拉斯谱和图的连通性具有密切联系， 于是图的

拉普拉斯谱确定和无符号拉普拉斯谱确定问题也吸引了不少学者的关注。 目前， 卢鹏丽［９］ 证明了所

有的似双星树、 章鱼图、 沙漏图是拉普拉斯谱确定的； Ｚｈａｎｇ 等［１０］证明了 Ｋｎ
ｍ、 Ｕｎ，ｐ及其补图都是拉普

拉斯谱确定的。 近年来， 风筝图［１１］和棒棒糖图［１２］被证明是拉普拉斯谱确定的； 双星图［１３］被证明是距

离谱确定的。
图 Ｇ 的电阻谱 ＲＳ（Ｇ） 定义为图中所有顶点对的电阻距离构成的多重集。 图 Ｇ 的电阻谱中的最大

元素称为 Ｇ 的电阻直径。 如果和图 Ｇ 具有相同电阻谱的图一定和 Ｇ 同构， 则一个图 Ｇ 被称为可以被

电阻谱确定； 反之， 若存在一个和图 Ｇ 非同构的图， 使得它具有和图 Ｇ 相同的电阻谱， 则图 Ｇ 不被

电阻谱确定。 图的电阻谱最初被 Ｂａｘｔｅｒ［１４］ 用来试图解决图同构问题， 他猜测两个图是同构的， 当且

仅当它们的电阻谱是相同的。 然而， 在一些反例［１５ － １６］ 被发现之后， 这个猜想很快就被推翻了。 所有

不超过 ８ 个顶点的非同构图都由它们的电阻谱确定。 然而， 在 ９ 个点和 １０ 个点的简单图中， 分别有

１１ 对和 ４９ 对非同构的简单图， 其中每对图的电阻谱都相同［１７］ 。 ２０２１ 年， 徐思奥［１８］ 证明了圈和完全

图都能被电阻谱确定， 并且证明了两个连通的有相同电阻谱的距离正则图必有相同的交叉阵列。 此

外， 作为应用， 他还找到了 ３ 种方法来构造无限多对不被电阻谱确定的距离正则图， 并从有关文献中

找到了一个包含 ３２ ５４８ 个非同构简单图的图集， 图集中所有图都有相同的电阻谱。 而本文对星图、
双星图和广义章鱼图的电阻谱进行了研究， 证明了这些图可以由它们的电阻谱确定。

１　 预备知识
本文研究的图为简单连通图， 没有定义的术语和记号可参见文献 ［１９］。
设图 Ｇ ＝ （Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ）） ， 其中： Ｖ（Ｇ） ＝ ｛ｖ１ ，ｖ２ ，…，ｖｎ｝ 表示图 Ｇ 的顶点集； Ｅ（Ｇ） ＝ ｛ｅ１ ，ｅ２ ，…，

ｅｍ｝ 表示图 Ｇ 的边集。 将 Ｖ（Ｇ） ＝ ｎ 称为图 Ｇ 的阶数， Ｅ（Ｇ） ＝ ｍ 称为图 Ｇ 的边数。 若 ｅ ＝ ｕｖ ∈
Ｅ（Ｇ） ， 则称 ｅ 的两个端点 ｕ 和 ｖ 是相邻的， 并且称顶点 ｕ 、 ｖ 与边 ｅ 相关联。

顶点 ｕ 的所有邻点的个数称作顶点 ｕ 的度， 记作 ｄＧ（ｕ） 。 图 Ｇ 中最大、 最小的顶点度分别记作

Δ（Ｇ） 和 δ（Ｇ） 。 悬挂点是指图 Ｇ 中该点的度为 １ 的点， 悬挂边是指图 Ｇ 中该边的其中一个顶点的度

为 １ 的边。 ｄＧ（ｕ，ｖ） 为图 Ｇ 中两顶点 ｕ 和 ｖ 之间的距离， 即图中连接两点的最短路长度， 图 Ｇ 的直径

为 ｄ（Ｇ） ＝ ｍａｘ｛ｄ（ｕ，ｖ），ｕ，ｖ ∈ Ｇ｝ 。
对于图 Ｈ 和图 Ｇ ， 若 Ｖ（Ｈ） ⊆ Ｖ（Ｇ） 且 Ｅ（Ｈ） ⊆ Ｅ（Ｇ） ， 则称 Ｈ 是 Ｇ 的一个子图， 记作 Ｈ ⊆ Ｇ 。

Ｇ 的边连通度 λ（Ｇ） 是产生一个平凡图或不连通图需要移除的边的最小数目， 移除的最小数目的边称

为最小边割［２０］ 。 图 Ｇ 的一个非空点、 边交替序列 Ｗ ＝ ｖ０ｅ１ｖ１ｅ２ …ｅｌ －１ｖｌ －１ （ ｖ０ ，ｖ１ ，…，ｖｌ －１ 互不相同） 被

称为阶数 ｌ 的路， 记作 Ｐ ｌ 。 若 ｖ０ ＝ ｖｌ －１ ， 则称图 Ｇ 是长为 ｌ － １ 的圈， 记作 Ｃ ｌ －１ 。 称路 Ｐ ｌ 的两个悬挂

点为其端点。 特别地， 当 ｌ ＝ １ 时， Ｐ１ 就是一个孤立点， 此时规定该孤立点就是 Ｐ１ 的端点。 两个圈称

为不相交的， 如果它们没有公共顶点。 设 Ｔ 为图 Ｇ 的一棵生成树， 对于任意边 ｅ ∈ Ｅ（Ｇ） ＼ Ｅ（Ｔ） ，
Ｔ ＋ ｅ 中含有唯一圈， 记为 ＣＴ（ｅ） ， 且称之为 Ｇ 关于 Ｔ 的一个基本圈［２１］ 。

星图是指存在一个顶点与其他顶点都相邻， 除了该顶点， 其他顶点的度都为 １ 的图。 ｎ ＋ １ 阶的星

图记为 Ｓｎ 。 对于两个不相交的星图 Ｓｍ 和 Ｓｎ ， 用一条边连接它们的两个中心点得到的树称为双星图， 记

为 Ｓｍ，ｎ（ｍ ≥ ｎ ≥ １） 。 章鱼图是指重合星图 Ｓｎ（ｎ ≥ １） 的中心顶点和圈图 Ｃｋ（ｋ ≥ ３） 的一个顶点得到的

一类单圈图， 记作 Ｏ（Ｃｋ，Ｓｎ） 。 若图 Ｇ是由圈 Ｃｋ（ｋ≥３） 上 ｐ（ｐ≤ｋ） 个不同顶点分别和 ｐ个星图 Ｓｎ１
，Ｓｎ２

，
…，Ｓｎｐ（ｎｉ ≥ １，ｉ ＝ １，…，ｐ） 的中心顶点重合得到的， 则称图 Ｇ 为 ｐ 章鱼图， 记作 Ｏ（Ｃｋ，Ｓｎ１

，…，Ｓｎｐ） 。
下面给出基本圈彼此独立的概念。
定义 １　 设有两个基本圈 Ｃ１ 和 Ｃ２ ， 顶点集分别为 Ｖ（Ｃ１ ） ＝ ｛ｖ１ ，…，ｖｎ１

｝ 、 Ｖ（Ｃ２ ） ＝ ｛ｖ１ ，…，ｖｎ２
｝ ，

边集分别为 Ｅ（Ｃ１ ） ＝ ｛ｅ１ ，…，ｅｍ１
｝ 、 Ｅ（Ｃ２ ） ＝ ｛ｅ１ ，…，ｅｍ２

｝ 。 如果 Ｖ（Ｃ１ ） ∩ Ｖ（Ｃ２ ） ≤ １ 、 Ｅ（Ｃ１ ） ∩

·７８２·
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Ｅ（Ｃ２ ） ＝ Ø ， 称基本圈 Ｃ１ 和 Ｃ２ 是彼此独立的。
在电网络中有如下串并联原理： １） 串联原理， 若顶点 ｕ 和 ｖ 之间只有 ｎ 个阻值分别为 ｒ１ ，ｒ２ ，…，

ｒｎ 欧姆的电阻串联， 则 Ｒ（ｕ，ｖ） ＝ ｒ１ ＋ ｒ２ ＋ … ＋ ｒｎ ； ２） 并联原理， 若顶点 ｕ 和 ｖ 之间只有 ｎ 个阻值分

别为 ｒ１ ，ｒ２ ，…，ｒｎ 欧姆的电阻并联， 则 Ｒ（ｕ，ｖ） ＝ １ ／ ［１ ／ ｒ１ ＋ １ ／ ｒ２ ＋ … ＋ １ ／ ｒｎ］ 。
引理 １［２２］ （Ｒａｙｌｅｉｇｈ 单调性定律） 　 若电网络 Ｎ 中每条边的电阻保持不变或者增加， 那么在新的

电网络 Ｍ 中， 任意两点 ｕ、 ｖ 在 Ｍ 中的等效电阻 ＲＭ（ｕ，ｖ） 相对于它们在原来的电网络 Ｎ 中的等效电

阻 ＲＮ（ｕ，ｖ） 是非减的。
由引理 １， 可得到命题 １。
命题 １　 设图 Ｈ 是图 Ｇ 的一个子图， ｕ，ｖ ∈ Ｖ（Ｈ） ， 则 ＲＧ（ｕ，ｖ） ≤ ＲＨ（ｕ，ｖ） 。

２　 主要结果及其证明
２􀆰 １　 星图的电阻谱确定

命题 ２　 星图可以被电阻谱确定。

图 1 星图 Sn

Fig.1 A star Sn
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证明　 设图 Ｈ 是和星图 Ｓｎ 同阶数同电阻谱的图， 下证图 Ｈ 和图 Ｓｎ

同构。 可以计算出图 Ｈ 的电阻谱为 ＲＳ（Ｈ） ＝ ｛［１］ ｎ，［２］ ｎ（ｎ－１） ／ ２ ｝ 。 由于

在图 Ｈ 的电阻谱中没有小于 １ 的电阻距离， 故图 Ｈ 中不含圈 （若图 Ｈ 中

含圈， 则圈上相邻顶点间电阻距离必小于 １， 矛盾）， 即图 Ｈ 是一棵树。
因此， 图 Ｈ 中的电阻距离就是距离 （即最短路距离）。

根据图 Ｈ 中最大的距离为 ２ 知， 该树的直径为 ２。 设顶点 ｕ 和 ｗ 之

间的距离为 ２， 即长为 ２ 的路， 中间顶点记为 ｖ （如图 １）。 由图 Ｈ 的电

阻谱知， 顶点 ｕ 和 ｗ 的度均为 １， 只有点 ｖ 可以再连长为 １ 的路。 设其

中一条路的边 ｅ ＝ ｖｐ ， 此时点 ｐ 的度也只能是 １。 点 ｖ 不断地连边， 直

到一共有 ｎ ＋ １ 个顶点， 即 Ｈ ≅ Ｓｎ 。
２􀆰 ２　 双星图的电阻谱确定

虽然已经知道双星图是距离谱确定的， 但是在距离谱确定证明的过程中， 不能根据该图的距离谱

确定该图不含圈。 而对于含圈的图， 电阻谱不等于距离谱。 因此， 双星图的电阻谱确定和距离谱确定

是有区别的。 因此， 本文考虑双星图的电阻谱确定问题。
定理 １　 双星图可以被电阻谱确定。
证明　 假设图 Ｈ 是和双星图 Ｓｍ，ｎ同阶数同电阻谱的图， 下证图 Ｈ 和双星图 Ｓｍ，ｎ同构。 通过计算，

可以得到图 Ｈ 的电阻谱为 ＲＳ（Ｈ） ＝ ｛［１］ｍ＋ｎ＋１ ，［２］ ｎ（ｎ－１） ／ ２＋ｍ（ｍ－１） ／ ２＋ｍ＋ｎ，［３］ｍｎ｝。
由于在图 Ｈ 的电阻谱中没有小于 １ 的电阻距离， 故图 Ｈ 中不含圈， 即图 Ｈ 是一棵树。 因此， 图

Ｈ 中的电阻距离就是距离 （即最短路距离）。

图 2 双星图 Sm , n

Fig.2 A double star Sm , n

w

u

m
t

v

n

根据图 Ｈ 中最大的距离为 ３ 知， 该树的直径为 ３。 设顶点 ｕ
和 ｖ 之间的距离为 ３， 即 ｕ 和 ｖ 之间有一条长为 ３ 的路， 路上的

顶点依次记为 ｗ 和 ｔ （如图 ２）， 则由图 Ｈ 的直径为 ３ 知， 顶点 ｕ
和 ｖ 的度均为 １， 只有顶点 ｗ 和 ｔ 可以再连长为 １ 的路。 不妨设

顶点 ｗ 的 １ 度邻点个数为 ｘ， 顶点 ｔ 的 １ 度邻点个数为 ｙ， 则根

据图 Ｈ 的电阻谱中电阻距离为 ３ 的重数是 ｍｎ 和图 Ｈ 的阶数为

ｍ ＋ ｎ ＋ ２ ， 可列出方程
ｘｙ ＝ ｍｎ，
ｘ ＋ ｙ ＝ ｍ ＋ ｎ，{ 解得 ｘ ＝ ｍ， ｙ ＝ ｎ ，

或者 ｘ ＝ ｎ， ｙ ＝ ｍ ， 即图 Ｈ 与 Ｓｍ，ｎ同构。

·８８２·
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２􀆰 ３　 广义章鱼图的电阻谱确定

广义章鱼图 Ｏ（Ｃｋ，Ｐ ｌ，Ｓｎ－ｋ－ｌ＋１ ） （ 如图 ３ ） 是通过将 Ｐ ｌ 的两个端点分别与 Ｃｋ 的任意一个点、
Ｓｎ－ｋ－ｌ＋１ 的中心点重合得到的顶点数为 ｎ 的图。 当 ｌ ＝ １ 时， 顶点数为 ｎ 的章鱼图Ｏ（Ｃｋ，Ｓｎ－ｋ） 如图４ 所示。

图 4 章鱼图 O(Ck ,Sn－k)
Fig.4 Octopus graph O(Ck ,Sn－k)

图 3 图 O(Ck ,Pl ,Sn－k－l+1)
Fig.3 The graph O(Ck ,Pl ,Sn－k－l+1)

n-k

Ck

ul-1 ulu1 u2 u3 u4

ul+1

n-k-l+1Ck

定理 ２　 广义章鱼图 Ｏ（Ｃｋ，Ｐ ｌ，Ｓｎ－ｋ－ｌ＋１ ）（ｋ ≥ ３，ｌ ≥ １，ｎ ≥ ｋ ＋ ｌ） 可以被电阻谱确定。
证明　 分 ２ 种情形进行讨论。
１） ｌ ＝ １ 。 此时 Ｏ（Ｃｋ，Ｐ ｌ，Ｓｎ－ｋ－ｌ＋１ ） 就是章鱼图 Ｏ（Ｃｋ，Ｓｎ－ｋ） 。 假设图 Ｈ 是和图 Ｏ（Ｃｋ，Ｓｎ－ｋ） 同阶数

同电阻谱的图， 下证图 Ｈ 和图 Ｏ（Ｃｋ，Ｓｎ－ｋ） 同构。
通过计算， 可以得到图 Ｈ 的电阻谱， 即当 ｋ 为偶数时，
ＲＳ（Ｈ） ＝ ｛［（ｋ － １） ／ ｋ］ ｋ， ［２（ｋ － ２） ／ ｋ］ ｋ，…， ［（ｋ ／ ２ － １）（ｋ ／ ２ ＋ １） ／ ｋ］ ｋ， ［ｋ ／ ４］ ｋ ／ ２ ， ［１］ ｎ－ｋ，

［２］ （ｎ－ｋ）（ｎ－ｋ－１） ／ ２ ，［（ｋ － １） ／ ｋ ＋ １］ ２（ｎ－ｋ） ，［２（ｋ － ２） ／ ｋ ＋ １］ ２（ｎ－ｋ） ，…，［（ｋ ／ ２ － １）（ｋ ／ ２ ＋ １） ／ ｋ ＋ １］ ２（ｎ－ｋ） ，
［ｋ ／ ４ ＋ １］ ｎ－ｋ｝。

当 ｋ 为奇数时，
ＲＳ（Ｈ） ＝ ｛［（ｋ － １） ／ ｋ］ ｋ， ［２（ｋ － ２） ／ ｋ］ ｋ，…， ［ ⌊ｋ ／ ２」「ｋ ／ ２⌉ ／ ｋ］ ｋ， ［１］ ｎ－ｋ， ［２］ （ｎ－ｋ）（ｎ－ｋ－１） ／ ２ ， ［（ｋ －

１） ／ ｋ ＋ １］ ２（ｎ－ｋ） ，［２（ｋ － ２） ／ ｋ ＋ １］ ２（ｎ－ｋ） ，…，［⌊ｋ ／ ２」「ｋ ／ ２⌉ ／ ｋ ＋ １］ ２（ｎ－ｋ） ｝。
首先令 ｆ（ ｉ） ＝ ｉ（ｋ － ｉ） ／ ｋ ， 易知 ｆ（ ｉ） 在区间 ［１，ｋ ／ ２］ 上单调递增。 当 ｋ ≥ ４ 时， ２（ｋ － ２） ／ ｋ ＝

２ － ４ ／ ｋ ≥ １ ， （ｋ － １） ／ ｋ ＜ １ ； 当 ｋ ＝ ３ 时， ｆ（ ｉ） ＝ ２ ／ ３ ＜ １ 。 从而在图 Ｈ 的电阻谱中， 小于 １ 的电

阻距离只有 （ｋ － １） ／ ｋ 一种。
根据图 Ｈ 的电阻谱知， 存在顶点 ｕ 和 ｖ， 使得这两点之间电阻距离为 ＲＨ（ｕ，ｖ） ＝ （ｋ － １） ／ ｋ ＜ １ ，

则 λ（ｕ，ｖ） ≥ ２ ， 即 ｕ 和 ｖ 之间至少存在两条边不相交的路。 故图 Ｈ 中必含有圈。 下证图 Ｈ 中只有一

个基本圈。
假设图 Ｈ 中有 ｔ（ ｔ ≥ ２） 个基本圈 Ｃｋ１

，Ｃｋ２
，…，Ｃｋｔ ， 令 ｊ 为图 Ｈ 中电阻距离小于 １ 的点对数。

（１） ｔ 个基本圈彼此独立 （ｋｉ ≥ ３，ｉ ＝ １，２，…，ｔ） ， 此时 ｊ ＝ ｋ１ ＋ ｋ２ ＋ … ＋ ｋｔ ＝ ｋ ， 其中 ｋ 为电阻

距离 （ｋ － １） ／ ｋ的重数。 然而在每个独立的基本圈 Ｃｋｉ中， 相邻点对 ｕ 和 ｖ 之间的电阻距离为 ＲＣｋｉ
（ｕ，ｖ） ＝

（ｋｉ － １） ／ ｋｉ ≠ （ｋ － １） ／ ｋ ＝ ＲＨ（ｕ，ｖ） ， 与 “小于 １ 的电阻距离只有 （ｋ － １） ／ ｋ 一种” 矛盾。
（２） ｔ 个基本圈不是彼此独立 （ｋｉ ≥ ３，ｉ ＝ １，２，…，ｔ） 。 设 Ｃｍ 为 Ｈ 中的最长圈， Ｃｍ⊆ Ｈ ， 由于

“小于 １ 的电阻距离只有 （ｋ － １） ／ ｋ 一种”， 故在 Ｈ 中圈上相邻两点 ｕ 和 ｖ 间电阻距离为 ＲＨ（ｕ，ｖ） ＝
（ｋ － １） ／ ｋ 。 根据命题 １ 知， ＲＨ（ｕ，ｖ） ≤ＲＣｍ（ｕ，ｖ） 。 在 Ｃｍ 中， 由于ｍ ＜ ｋ ， 故 ＲＨ（ｕ，ｖ） ≤ＲＣｍ（ｕ，ｖ） ＝
（ｍ － １） ／ ｍ ＜ （ｋ － １） ／ ｋ ＝ ＲＨ（ｕ，ｖ） ， 矛盾。

综上所述， 图 Ｈ 中只有一个基本圈， 记为 Ｃｐ。 由 ＲＣｐ
（ｕ，ｖ） ＝ ＲＨ（ｕ，ｖ） 知， （ｐ － １） ／ ｐ ＝ （ｋ －

１） ／ ｋ ， 则 ｐ ＝ ｋ ， 即图 Ｈ 中包含一个圈 Ｃｋ。
当 ｋ ≠ ４，８ 时， 由图 Ｈ 的电阻谱中电阻距离 （ｋ － １） ／ ｋ ＋ １ 的重数为 ２（ｎ － ｋ） ， 以及电阻距离为

１ 的重数是 ｎ － ｋ 知， 其他部分是 ｎ － ｋ 条边不交且长为 １ 的路。 否则， 若存在一条长为 ｄ（ｄ ≥ ２） 的

路， 则电阻距离 （ｋ － １） ／ ｋ ＋ １ 的重数小于 ２（ｎ － ｋ） ， 矛盾。 当 ｋ ＝ ４ 时， 电阻距离 （ｋ － １） ／ ｋ ＋ １ 的

·９８２·
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重数为 ２（ｎ － ｋ） ， 电阻距离为 １ 的重数是 ｎ － ｋ ＋ ２ 。 当 ｋ ＝ ８ 时， 电阻距离 （ｋ － １） ／ ｋ ＋ １ 的重数为

２（ｎ － ｋ） ＋ ８ ， 电阻距离为 １ 的重数是 ｎ － ｋ 。 这两种情况也可用同样的方法推出矛盾。

图 5 m 章鱼图 O (Ck ,Sq ,…,Sq )
Fig.5 m Octopus graph O (Ck ,Sq ,…,Sq )

qm

Ck

q1

1 m

1 m

假设这 ｎ － ｋ 条长为 １ 的路分别连在圈 Ｃｋ 的 ｍ 个点上， 每

个点上各连了 ｑ１ ，ｑ２ ，…，ｑｍ 条， 并且至少存在一个 ｑｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，
…，ｍ） ， 如图 ５ 所示的 ｍ 章鱼图 Ｏ（Ｃｋ，Ｓｑ１

，…，Ｓｑｍ） 。 根据电

阻距离为 ２ 的重数是 （ｎ － ｋ）（ｎ － ｋ － １） ／ ２（ｋ ≠ ４，８，９） 知，
ｑ１ （ｑ１ － １） ／ ２ ＋ ｑ２ （ｑ２ － １） ／ ２ ＋ … ＋ ｑｍ（ｑｍ － １） ／ ２ ＝ （ｎ － ｋ）（ｎ －
ｋ － １） ／ ２ ， 且 ｑ１ ＋ ｑ２ ＋ … ＋ ｑｍ ＝ ｎ － ｋ 。 化简该方程组得，

（ｑ１ ＋ ｑ２ ＋ …ｑｍ） ２ ＝ ｑ２
１ ＋ ｑ２

２ ＋ … ＋ ｑ２
ｍ ， 即 ２∑

ｉ≠ｊ
（ｑｉｑｊ） ＝ ０（ｉ，ｊ ＝

１，…，ｍ） 。 再由至少存在一个 ｑｉ ＞ ０（ｉ ＝ １，…，ｍ） 知， 该方程组

整数解只有 ｑｉ ＝ ｎ － ｋ（ｉ ＝ １，…，ｍ）， ｑｊ ＝ ０（ ｊ ≠ ｉ） ， 即这 ｎ － ｋ 条长为 １ 的路均连在圈 Ｃｋ 的 １ 个点上。
故图 Ｈ 和图 Ｏ（Ｃｋ，Ｓｎ－ｋ） 同构。 当 ｋ ＝ ４，８，９ 时， 同理可证。

２） ｌ ≥ ２ 。 设图 Ｈ 是和图 Ｏ（Ｃｋ，Ｐ ｌ，Ｓｎ－ｋ－ｌ＋１ ）（ ｌ ≥ ２） 同阶数同电阻谱的图。 下证图 Ｈ 和图 Ｏ（Ｃｋ，
Ｐ ｌ，Ｓｎ－ｋ－ｌ＋１ ）（ ｌ ≥ ２） 同构。

通过计算可以得到图 Ｈ 的电阻谱， 即当 ｋ 为偶数时，
ＲＳ（Ｈ） ＝ ｛［（ｋ － １） ／ ｋ］ ｋ， ［２（ｋ － ２） ／ ｋ］ ｋ，…， ［（ｋ ／ ２ － １）（ｋ ／ ２ ＋ １） ／ ｋ］ ｋ， ［ｋ ／ ４］ ｋ ／ ２ ， ［１］ ｎ－ｋ，

［２］ ｎ－ｋ－１＋（ｎ－ｋ－ｌ＋１）（ｎ－ｋ－ｌ） ／ ２ ，［３］ ｎ－ｋ－２ ，…，［ ｌ － １］ ｎ－ｋ－ｌ＋２ ，［ ｌ］ ｎ－ｋ－ｌ＋１ ，［（ｋ － １） ／ ｋ ＋ １］２ ，…，［（ｋ － １） ／ ｋ ＋ ｌ － １］２ ，
［（ｋ － １） ／ ｋ ＋ ｌ］２（ｎ－ｋ－ｌ＋１） ，［２（ｋ － ２） ／ ｋ ＋ １］２ ，…，［２（ｋ － ２） ／ ｋ ＋ ｌ － １］２ ，［２（ｋ － ２） ＋ ｌ］２（ｎ－ｋ－ｌ＋１） ，［（ｋ ／ ２ － １）
（ｋ ／ ２ ＋ １） ／ ｋ ＋ １］２ ，…，［（ｋ ／ ２ － １）（ｋ ／ ２ ＋ １） ／ ｋ ＋ ｌ － １］２ ，［（ｋ ／ ２ － １）（ｋ ／ ２ ＋ １） ／ ｋ ＋ ｌ］２（ｎ－ｋ－ｌ＋１） ，［ｋ ／ ４ ＋ １］１ ，
…，［ｋ ／ ４ ＋ ｌ － １］１ ，［ｋ ／ ４ ＋ ｌ］ ｎ－ｋ－ｌ＋１ ｝ 。

当 ｋ 为奇数时，
ＲＳ（Ｈ） ＝ ｛［（ｋ － １） ／ ｋ］ ｋ，［２（ｋ － ２） ／ ｋ］ ｋ，…，［ ⌊ｋ ／ ２」「ｋ ／ ２⌉ ／ ｋ］ ｋ，［１］ ｎ－ｋ，［２］ ｎ－ｋ－１＋（ｎ－ｋ－ｌ＋１）（ｎ－ｋ－ｌ） ／ ２ ，

［３］ ｎ－ｋ－２ ，…，［ ｌ － １］ ｎ－ｋ－ｌ＋２ ，［ ｌ］ ｎ－ｋ－ｌ＋１ ，［（ｋ － １） ／ ｋ ＋ １］ ２ ，…，［（ｋ － １） ／ ｋ ＋ ｌ － １］２ ，［（ｋ － １） ／ ｋ ＋ ｌ］２（ｎ－ｋ－ｌ＋１） ，
［２（ｋ － ２） ／ ｋ ＋ １］２ ，…， ［２（ｋ － ２） ＋ ｌ － １］２ ， ［２（ｋ － ２） ／ ｋ ＋ ｌ］２（ｎ－ｋ－ｌ＋１） ，…［ ⌊ｋ ／ ２」「ｋ ／ ２⌉ ／ ｋ ＋ １］２ ，…，
［⌊ｋ ／ ２」「ｋ ／ ２⌉ ／ ｋ ＋ ｌ － １］ ２ ，［⌊ｋ ／ ２」「ｋ ／ ２⌉ ／ ｋ ＋ ｌ］ ２（ｎ－ｋ－ｌ＋１） ｝。

先证图 Ｈ 中包含一个圈 Ｃｋ， 证明过程同情形 １。
（１） 圈 Ｃｋ 的阶数 ｋ 为偶数。 根据图 Ｈ 的电阻谱中电阻距离 （ｋ － １） ／ ｋ ＋ １ 的重数在 ｋ ≠ ８ 时为 ２

（在 ｋ ＝ ８ 时， 其重数为 １０） 知， 圈 Ｃｋ 上只有一个度大于 ２ 的顶点， 设为 ｖ， 且 ｖ 的度必为 ３。 由于在

图Ｈ 的电阻谱中最大的电阻距离为 ｋ ／ ４ ＋ｌ ， 圈 Ｃｋ 外的所有边构成的集合的导出子图是一棵直径为 ｌ 的
树， 设为 Ｔ。 设 Ｐ ＝ ｕ１ｕ２ …ｕｌｕｌ ＋１ 为 Ｔ 上一条长为 ｌ 的路， 则 ｖ ＝ ｕ１ 或 ｖ ＝ ｕｌ ＋１ 。 不妨设 ｖ ＝ ｕ１ 。 又因

为电阻距离 ｋ ／ ４ ＋ ｌ 的重数是 ｎ － ｋ － ｌ ＋ １ ， 故 Ｔ 为 Ｐ 上顶点 ｕｌ 再悬挂 ｎ － ｋ － ｌ 条悬挂边得到。 从而

图 Ｈ 和图 Ｏ（Ｃｋ，Ｐ ｌ，Ｓｎ－ｋ－ｌ＋１ ）（ ｌ ≥ ２） 同构。
（２） 圈 Ｃｋ 的阶数 ｋ 为奇数。 根据图 Ｈ 的电阻谱中电阻距离 （ｋ － １） ／ ｋ ＋ １ 的重数为 ２ 知， 圈 Ｃｋ 上

只有一个度大于 ２ 的顶点， 设为 ｖ， 且 ｖ 的度必为 ３。 由图 Ｈ 的电阻谱中最大的电阻距离

为 ⌊ｋ ／ ２」「ｋ ／ ２⌉ ＋ ｌ 知， 圈 Ｃｋ 外的所有边构成的集合的导出子图是一棵直径为 ｌ 的树， 设为 Ｔ。 设 Ｐ ＝
ｕ１ｕ２ …ｕｌｕｌ ＋１ 为 Ｔ 上一条长为 ｌ 的路， 则 ｖ ＝ ｕ１ 或 ｖ ＝ ｕｌ ＋１ 。 不妨设 ｖ ＝ ｕ１ 。 再根据电阻距

离 ⌊ｋ ／ ２」「ｋ ／ ２⌉ ＋ ｌ 的重数是 ２（ｎ － ｋ － ｌ ＋ １） ， 故 Ｔ 为 Ｐ 上顶点 ｕｌ 再悬挂 ｎ － ｋ － ｌ 条悬挂边得到。 从

而图 Ｈ 和图 Ｏ（Ｃｋ，Ｐ ｌ，Ｓｎ－ｋ－ｌ＋１ ）（ ｌ ≥ ２） 同构。
综上所述， 广义章鱼图 Ｏ（Ｃｋ，Ｐ ｌ，Ｓｎ－ｋ－ｌ＋１ ） 可以被电阻谱确定。

３　 结论
本文主要研究了星图、 双星图和广义章鱼图的电阻谱， 利用相关的电网络理论和图论知识， 证明

·０９２·
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了这些图分别可以由它们的电阻谱确定。 关于双圈图、 多圈图、 完全二部图、 图的边数能否由电阻谱

确定等问题， 尚待进一步研究。
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